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PREFACE. 


Lcs Traites siir ies Ibnctions eJIiptiques imprimes eii France 
sont des TraiLes conipleLs destines specialement aux mathe- 
loalicicns : la plapart d’cnlrc eux preniiqiiL comrne point de 
depart les iJieoreines generaux de la thcorie des fonctions; 
dans tons, lYniide dcs fonctions el]iptic]ues est envisagee au 
point de viie Ic plus general et poussec le plus loin possible 
(niultiplicatio]), division, transformation, equations modu- 
laires, multiplication complexe). 

Nous nous sommes p]‘oposc de faire un Traile des Fonc- 
lions elUpliques ^ (run caractcu'c cUcunentaire, on un seul 
Volume, con tenant lcs principes cssentiels de la Theorie 
ct montrant, par des applications simples, combien ces fonc- 
Lions sont utiles pour la resolution de certaines questions de 
Geom(kric, de Mcicanique et de Pliysique matbematique. 

La Tlmorie des fonctions clliptiques cstcommc line Trigo- 
nometric d’un ordro plus eleve; nous nous sommes limites 
dans notre expose aux principes fondamentaux^ ces principes 
ctant bicn compris, lcs parties plus profondes de la Tlieorie 
devierment facilement accessibles. 

Pour ixkluirc an minimum les emprunts a la Thcorie des 
fonctions, nous prenons comme point de depart la notion du 
developpcment d’unc fonction uniforme par la formule de 
Taylor; nous ne nous servons pas de la theorie de Cauchy 
sur les integralcs prises entre des limites imaginaires. Nous 
donnons, dans une courte introduction, la definition des 
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,,„dq«es Kmes lires de la TMorie des fonclions, qiu aoni, 

ciiiploves dans 1 Ouvrage. 

La Theorie des fonclions rationnelles ct dcs foncLious tri- 
-ononietriques esl d’abord exposee paries methodcs incia.^s 
qul soul employees ensuite pour les fonclions clliplinnos. Im 
lecteur voit ainsi, sur des fonclions simples avcc Icsquelles d 
esl familiarises I'enchainement dcs raisonncmcnls ct des 
theoremes qu'il renconlrera ensuite pour les fonclions elUp- 
tiques. 

Les forniules nrincinalcs de la Theorie dcs fonclions ralioii - 
nelles dune variable a; se reduisent a deux forinulcs types : 
une premiere formule ineltant en evidence les valcurs de 
qui rendent la fonction i-ationncllc/ (a;) nulle on inllnie 

~ (a- — bt){x — b-i). . .(x — b,,)’ 

puis une deuxieme formule, dite de decomposiLion en ele- 
ments simples, metlant en evidence les points ou la fonction 
devient infmie, el la fagon dont ellc y devient infinie 

J' ] — Co -T- Ce>X‘‘ “H . . . — T" C/;i 

, B . 

X — a ^ X — b ' ' ’ X — 

Felement simple ~ la derivee clc Log(.r — a). 

Les formules principales de la Theorie des fonclions trigo- 
iionielricpaes peuvent, de memc, sc ramencr a deux lypcs 
analogues : une premiere formule metlant en evidence les 
points ou la fonction devient nulle ou infmie 

/(:r) = — ai)sin(x — a.).., sln{x — a,,) ^ 

sin(cr — Z>i) sin (^ — Z?2). . .sin(^* — bp) ’ 

et une deuxieme formule, appelee/o/y/^i^Ze de decomposilioit 
en elements simples, mettant en evidence la fagon dont la 



I'onction devient infinie 


f{w) —Co-1- . .4-C, 

-f- c; e -I- . . . + c;, 

-h A. coI(a’ — a)-t- B cot(a; — 6) -t-. . . n- L cot(x — /). 

On pout rcmarqucr encore que I’element simple 


csl la dci'ivec cle 


col{.x — a) 
Log sin (a- — a). 


Do incmc, clans la Theorie des fonctions elliptiques^ il 
exisLc deux formules fondamen tales : i‘^ ime forniule de 
decomposition en facteurs 


/(X) := 


R{x — ai) . ■ .U(x — a;,) 
H(.z-~ . .H(,r — b,,) 


inettant en evidence les points czq, ou lafonction 

s’annulc, ct les points b^^ ou elle devient infinie; 

o/’ line forniule de decomposition en elements simples, due a 
M. Hcrmite 


— Gq A.Z — Cl ) . . . -f- LZ ( X — /) 


ou r element simple Z(x — a) est egal a 

d LogH( — a) 
dx 


La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont 
fondes sur Tcmploi de Tune ou de Pautre de ces deux for- 
mules : ces calculs sc ramenent done a des regies simples dont 
il est fait de nombrcuscs applications. 

La Theorie des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d’un Traite a Pautre. Tout 
d’abord, nous nous sommes interdit rigoureiisement d’em- 
ployer aiicune notation nouvclle. Nous avons expose simul- 
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lanenienl deux systemes de notations qui doivent subsistcr 
defmilivemcnt : celui de Jacobi, constamment suivi pai' 
M. Hermite.danstoutessesrecherches, ctcclui de M. Wcicr- 
sSras#. Le passage de Tun de ces systemes a I’antre est aise : 
neanmoins, il importe de les conserver tous les deux ; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans run 
des systemes que dans I’autre. En outre, apres avoir lu un 
Traite elementaire, le lecteur doit connaitre les deux systemes, 
atin de pouxoir lire ensuitc les Livres ou les Memoircs ecrits 
dans cliacun d’eux. 

Pour preparer les applications, nous avons etudie avec soiii 
les cas particuliers ou les xaleurs des fonctions elliptiques 
sont reelles, les seuls qui puissent sc presenter cn Mccani(pi(‘ 
et en Physique. 

Chaque Theorie est suhde immediatement dc cjuclqucs 
applications^ ainsi retudedelafonctionpdeM.Weierstrass, 
quand i'une des periodes est reelle et I’autre purement iraa- 
ginaire, est suivie d'applications a la cubique plane, a la 
lemniscate, au pendule spherique, au mouveraent d’un corps 
pesant de revolution suspendu par un point dc son axe ; 
Tetude des fonctions dc Jacobi, pour le cas oii Ic module est 
reel et plus petit que un, est suivie d’applications a la biqua- 
dratique gauche, a la surface des ondes, au pendule simple, a 
I’elastique plane, a la corde a sauter, aux inouvements a la 
Poinsot ; I’etude de la fonction j), dans le cas de deux periodes 
imaginaires conjuguees, est suivie dc I’application au mou- 
vement d’un projectile dans un milieu dont la resistance est 
proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuitc 
quelques applications au probleme de Lame et au probleme 
de I’elastique plane sous pression normale constante, dont les 
integraies, decouvertes par M. Maurice Levy, ont etc conver- 
ties en formules elhptiques par Halphen. 

L’Ouvrage se termine par la Theorie des fonctions quo 
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IX 


M. Hermile a ii'p'pelees fonctions douhlement periodiques de 
deuxienie ou de Iroisieme espece, avec applications a [’equa- 
tion de Lame et aux equations de M. Picard, etpar quelques 
notions clementaircs sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent I’exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes et 
kleineennes de M. Poincare. Cornme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublcment 
periodiques de deuxiemc cspccc deux formes essentielles : 
decomposition en facteiirs et decomposition cn elements 
simples, d’apres M. llermite; puis nous indiquons, pour 
les fonctions de troisieme espece, deux formes analogues, en 
employant relemcnt simple inlroduit par M. Appell. 

Les principales formules sont resumees dans un Tableau 
place a la fin clu Volume. Sauf dans Fexpose de la transfor- 
mation de Landen, nous n’avons pas donne de Tables nume- 
riques, car, dans la plupart des cas, les series delinissant les 
fonctions a calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers terrncs suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numeriques a la fin du Calcul inte- 
<j:ral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hoiiel. 

Nous esperons qu’apres avoir etudie cct Ouvrage, le lecteur 
pourra sc servir des fonctions elliptiques comme des fonctions 
Lrigonometriques. Nous avons clioisi des applications aussi 
varices que possible : on cn trouvei'a d’autres, d’une grande 
elegance, dans le Traite de M. Greenliill. Quant aux develop- 
pements theoriques, nous pensons avoir mis le lecteur a 
meme de lire les grands Traites de Briot et Bouquet, d’Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, etdese servir utilement des 
fcuillcs de M. Schwarz. 


I*arls, 27 seplcnibrc iSpO. 




PRINCIPES 


DE LA THEORIE DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE I. 

NOTIONS PRfiLIMINAIRES. 


1. — GeNERALITES SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 


1 . Fonction r^guliere en un point. Z^ros. — Une fonction d’line 
variable imaginaire il~x -\-yi est dite uniforme pour toules les 
valeurs de u quand elle n’a qu’iine valeiir pour chaque valeur de u ^ 

par exemple cos«, tang^^ sont des fonctions uniformes^ On 

dit aussi, en repr^sentant la variable u = x -{~yi par le point d’un 
plan de coordonn 6 es x et que la fonction est uniforme dans 
tout le plan. Nous ne nous occuperons que de fonctions de cette 
nature. Une fonction uniforme f{u) est reguliere en un point a 
quand on peut, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
developper par la formule de Taylor en une serie proc^dant sui- 
vant les puissances positives croissanles de u — a 


(0 


/(;«) = /(«)+ • -H- 


( u — a'y^ 
1 . 9 ..., n 




Zeros. — Une fonction f{u) reguliei'e au point 11 = a admet ce 
point comme zdro quand f{a) est nul : si f\ci) n’est pas mil le 
zero est simple. Si un certain nombre de derivees f'{ci)j • • • 

sont nulles, etant la premiere derivee non nulle, le zero 

11 = a est d’ordre n : on peut alors ^crire le developpement ci- 
A. e't I^.' 



2 


CHAPITRE I. 


dessns 


f(u)=z{u-ay^g(u), 


ou ie facLeur g{u) est ime serie entiere en (u — a) no s’aiinulanl. 
pas pour 11 = a. 

2. Points singuliers. P61es. Residus. Points singuliers essen- 
tiels. — Lorsqu’une fonction imiforme f(u) n’csl pas rcgulicre 
en iin point determine a, on dit que ce point est un ^oinlsingalier. 
C’esl un point singiilier isole quand on pent decrire dc a coinnie 
centre un cercle assez petit pour que la fonction n’ait pas d’autrc 
point singulier dans ce cercle. 

Poles. — Un point singulier a est un pole quand il est isole ct 
quand la fonction devient infinie en ce point a la facon d’uiie 
fraction rationnelle. Pour preciser, le point a est un pole, quand 
la fonction /(^/) devient infinie en ce point et qu’il cxislc nue 
fraction rationnelle 


9(zO= — 
' • u- 

telle que la difference 


{U < 2)2 


j\u)~o(u) 


{a — ay^ 


soit reguliere au point a; les lettres A, A, , . . . , Aa_( clcsignanl 
des constantes. La fraction rationnelle y(w) s’appelie la partic 
principale fonction /(«) relative au pole a; le coefficient A 

u a rcsidii relatif a ce pole r Penticr a est Pordre ou 

degre du pole. On a alors, dans un certain cercle de centre 

g{u) aant une fonction rdguliere au point a : on en conclut, cn 
reduisanl le second membre au m^me ddnominaleur [ u — 0 )“, 


G(m) etant une fonction reguli^re au point a, diffdrente de zerc 
pour« = a. 
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Nous dirons aiissi que le point a esL un infini d’ordre a de la 
fonction. 

Points siaguliers essentials, — Qiiand un point singulier n’est 
pas isole oii qu’etant isole il n’est pas im pole, on dit qu’il est un 
point singulier essential. Nous ne nous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seuls points singuliers a distance finie 
sont des poles. 


3. Remarque sur les zeros et les p 61 es. — Si le point a est un 
zero d’oi'dre n de la fonction il est un pole simple de re- 

sida n dans la derivce logari 
dans le voisinage de it ~ rz, 


thmique effet, on a alors, 


f{a)=:{ic~ay^g{u), 

puis en prenant les logari tlimes etles deriv6es 

11 p (u) 


u) 




comme n’est pas nul pour zz = a, le rapport est une 

fonction reguliere au point a; done ce point est un pole simple de 
De meme, si le point u = a est un pole d’ordre a 


residu n de 


de il estun pole simple de residu — a de ^ ellet, 

dans cette lijpotliese, au voisinage de a, 

G(zO 


d’OLl 


fin) -g 
/(«•) 


■ ay^ 


a G(zz) ’ 


comnie G(zz) ne s’annule pas pour 


a, est une fonction 




reguliere en a et le tln^oreme est demontre. 


4. Point a rinfini. — Pour etiidier une fonction f{u) de u 
quand u devient tres grand, on fait u = et Ton suppose ires 
petit. La fonction f{u) est dlie reguliere au point u = cc 
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quand/(^j^) est reguliere au point u'z=o : on a alors, pour des 

valeurs tres petites de 

f ^-1 j = ch H- w.'- -f- . . • , 

el par suite, pour des valeurs tres grandes de 

f{u)= + +.... 


Lorsque la fonction est ainsi reguliere an point co, le point oo 
est un zero d’ordre n quand sont mils, an etarit 

differenl de zero. La fonction s’annule alors a I’infini commc 



Le point infini est un pole ou un point singulier essentiel pour 
f{u) quand le point ii'=z o est un pole ou un point essentiel pour 

/(- Supposons que ce soil un p61e : alors, par definition, on a 
pour de petites valeurs de 



W '2 


A a— I 


■ a^u' -h aiu'^- 


c’est-a-dire, pour de grandes valeurs de 

f{u)-=. ku-7~ Ki Z4--r- . . , 4- ^'X—i dQ-h -f- ^2 

La partie 

o(zz)=Aw4-AiZZ^-4-...-}- Aqj—, 

qui devient infinie au pole u = oo, est la partie principale relative a 
ce p61e, a est Fordre du pole. 


5. Remarque sur la convergence des series. — Nous pouvons 
maintenantpreciserun point important dans ce qui precede. Nous 
avons dit que la fonction /(^^) uniforme dans tout le plan est rd- 
guliere eu a quand elle est developpable par la formule de Taylor 
dans un cercle de centre a : cette serie sera con^ergente dans le 
cercleayantpour centre a etpour rayon la distance du point a 
au point singulier def{u) le plus rapproche de a 
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C’est la ime proposition quo nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniforme reguliere entous les points ^ distance 
finie et injS.nie est une constante. — En effet, la fonction supposee 
f{u) etant reguliere au point u = o est developpable en une serie 

y ( w ) = ao -i- w aq zi- H- . . . , 

convergente dans le cercle ayant Forigine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproche de Forigine; comme, par 
hypothese, il n’y a pas de points singuliers, cette serie est con- 
vergente dans tout le plan. Pour ^tudier la fonction dans le voisi- 

nage du point oo, posons u=z alors 

Par hypothese cette fonction est reguliere au point u' = o : elle 
ne doit done pas contenir dans son developpement de puissances 
negatives de a’ : done tousles coefficients ao, . . a,ii • • . sont 
nuls, sauf le premier et Fon a 

/(«)=/(-^) =««• 

La fonction est une constante. 

On pent enoncer ce resultat sous une autre forme, en disant 
qyx' une fonction uniforme par lout finie (le point cx) compris) 
est une constante. En ellet, une fonction uniforme devient infinie 
en cliacun de scs poles; on pent cn outre demontrer rigoureuse- 
ment quo, si la variable u tend vers un point singulier essentiel 
de la fonction suivant une loi convenablemcnt choisie, le module 
de la fonction croit au dela dc toute limite. Si done une fonction 
uniforme est partout finie, die ne pent pas avoir de points singu- 
liers, die est reguliere partout et se t-eduit a une constante. 

7. Les zeros et les p61es d’une fonction uniforme, n’ayant d’autres 
singularit6s que des p6les k distance finie, sont n^cessairement isoles 
les uns des autres. — Nous voulons dire par la qu’il ne pent pas 
existcr de ])oint a du plan dans le voisinage imm^diat duquel il 
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Si; troiive line infinite de poles on nne infinite de zeros ; ou encore, 
quel qiie soil le point a, on pent toujoiirs decrire de a commc 
centre nn cercle avec un rajon assez petit pour qiie dans ce cercle 
li V ait : on bien ni zero ni pole, ou bien un seul zero sans pole, 
ou bien im seul pole sans zero. 

Ce faitresiilte imniediatement des developpements precMents. 
En eflet, im point a etant marque dans le plan, trois cas peuvent 
se presenter suivant qiie /*(w) est reguliere en a sans s’annuler en 
t*e point, oil que f{u) admet le point a pour zero, on, enfin, que 
) admet le point a pour pole. Dans le premier cas, on pent do- 
crire de a comme centre un cercle suffisamment petit poor qu’il 
n'y ait dans ce cercle nl zero ni pole; dans le second, on pent de- 
crire un cercle suffisamment petit pour qii’il ne contienne pas do 
pole et contienne le seul zero u — a\ dans le troisieme, on pent 
decrire un cercle ne contenant pas de zero et contenant le seul 
pole a. 

D'apr^s cela, si pour une fonction iiniforme il cxiste un poin t a 
tel que, dans une aire aussi petite queronveut, entonrantcc point, 
il existe soil une infinite de poles soil une infinite dc z6ros, cc 
point est point singiilier essentieL En effet, la fonction n’est [)as 
reguliere en a\ ce point est done un point singulier. Il n’est pas 
un pole, d’apres ce que nous venous de voir; il est done un point 
essentieL 

Nous aliens, dans les deux paragraplies siiivants, traitor, comme 
exeniples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonoind- 
triques. 


n. — Fractions rationnelles. 

8. Objet du paragraphe. — Le lecteiir connait assurement les 
proprietes des fractions rationnelles : decomposition en fractions 
simples, utihte decette decomposition pour Tintegration, decom- 
position en un quotient de deux prodiiits de facteurs lindaires. 

Nous reprenons brievement cette theorie, en suivant une marchc 
analogue a celle que nous emploierons plus loin pour obtenir Eex- 
pression generale des fonctions elliptiques, d’abord sous une forme 
toute semblable a celle d’une fraction rationnelle decomposde en 
fractions simples, puis sous une forme semblable a celle d’lme 
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fraction rationnelle decomposee en im quotient de deux produits 
de facteurs lineaires. 


9. Fraction rationnelle particuHere. — La fonction 


(3) 


/(^0 = 


u 

{u — ‘ 2 ,) 


est reguliere a distance finie en tons les points autres que u=:i^ 
a ^ 9 ., Ces deux points sont des poles de premier ordre. La partie 
principale relative an pole u=: i est 


0^(u)=z 


en effet on verifie immediatement qae la difference f(u ) — 
est reguliere au point u = i. Le residu relatif an pole u = i est 
— r . De meme la partie principale relative au pole u — 9 est 


cp2(r0 = 


2 


U — 2 ’ 


avec le residu 2, Au point 00 la fonction est reguliere, car 

f( -1)= , ^ 

\U j (l — j(l — 211 ) 

est reguliere au point ii' = o. On voitque u^=o^ c’est-a-dire u = co 
est un z 6 vo simple. La fonction f{u) a done deux poles simples 
11 = u = 9 et deux z^ros simples u = o, w = 00 : on dit qu’elle 
est d’ordre 2. On pent remarquer que Pequation 

f{u)^C 

a deux racines quelle que soit la constante C. 

Comme les fonctions etcpo(^/) sont r(^gulieres partout a 

distance finie et infinie, excepte aux poles respectifs 1 et 2, la dif- 
ference 

/(W)— C?l(«0— ?2(«0 

est reguliere partout a distance finie et infinie, y compris les 
p6les I et 2, d’api'es la di^finition des parties principales cp^ et 
Cette difference est done \me constante et, comme elle s’annule a 
I’infini, puisque chacune des fonctions /, cpi, 00 s’y annule, elle 
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e5£ egale a zh'O. On a done 


f(u)= o, («)-(- 92 (u), 


fortnule que donnerait immediatement la decomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 

10. Gas general. Poles et zeros. Ordre. — Une fraction ration- 
nelle 


^ a a \ ~ ci„i. _ P ( u) 

~ Q(^0' 


ou P et Q sont deux poijnomes de degres m et n, est ime fonction 
qoi; a distance finie et infinie, n’a d’aiitres points singnliers que 
des poles. A distance finie elle a comme p6les les racines dc 
Q(£/)=o : le nombre des poles a distance finie, en compLant 
chacun d*eux avec son degre de multiplicite, est done n. 

I*’ Si m > 72, le point oo est un pole d’ordre m ~ n. Le nombre 
total des poles a distance finie et infinie est done 


n — n)= m. 


11 y a aussi ni zeros qui sont les racines de P( 22 ) = o. La fraction 
a done m poles et m zeros : on dit qu’elle est d’ordre /n. L’dquation 
f{u)=Qdim racines quel que soil G. 

2 " Si 72 > m le point oo est un zero d’ordre n — m. La fraction 
a alors n poles et un nombre egal de zeros, car il y en a m a 
distance finie [les racines de P(£^)] et 7i — m rdiinis a I’infini. La 
fraction est d’ordre n\ I’equation = C a toujours n racines. 

3° Si m = n, le point oo n’est ni un pole ni un zero : il y a en- 
core autant de zeros que d’ infinis : la fraction est d’ordre m = n. 

En resume une fonction rationnelle /"(w) a toujours dans tout 
le plan, I’infini compris, autant de poles que de zeros; le nombre 
des poles ou des zeros estl’ordre de la fraction : r^quation/( 27 )=: C, 
a, quel que soit G, un nombre de racines egal a V ordre. 


11. Formes analytiques principales des fractions rationnelles. 
— On pent mettre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 
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ferenles suivant que I’on veut mettre en evidence les poles et les 
parties principales, on les poles et les zeros. 

i” Premiere forme mettant en evidence les poles et les par- 
ties principales correspondantes , Decomposition en fractions 
simples, — Appelons bj . , , ^ I les poles a distance finie res- 
pectivement d’ordre a, p, . . . , \ et 


cpi(it) = 



92(^0 = 



■^1 . . 

{u — a)- ' ‘ (u — 

B, B(3_i 

1 _ , . . -I j 

[u — by^ “ 


les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 
gen^ralite, que le point 00 soit un pole, ce qui arrive si m >> /^; et 
soit 

TXT ( W ) = M I ll -H M 2 ~1~ • • • H“ 


la partie principale relative a ce pole 

s = m — n. 


Chacune de ces parties principales estreguliere partout excepte 
ail p61e correspondant. La difference 

(5) /(lO — cpi(zO — 

estdonc regiiliere partout a distance finie et infinie. En effet, 
au p6le ala difference /(a) — (ffiii)esl reguliere et les fonctions 
cDo, . . Tu le sont. II en est de meme aux poles 6, . . . , L 

Al’infini, la difference f(u) — 157 (a) est reguHere et les fonc- 
tions 'f i, cp 2 ? • • • Is sont aussi. Done la difference (5), reguliere 
partout, est nne constante Mo, et Ton a 

y( Zi ) = Mq H- TXT ( ZZ ) -H o i ( Zi ) -4- <^2 ( a ) -f- - . . 5 

(6) Au) = M„+ M, « -H. . +. • •+ ’ 

la somme S etant etendue a tons les poles a distance finie. 

On retroLive ainsila formnle elementaire de decomposition des 
fractions ratlonnelles en fractions simples : elle met en evidence 
les p61es et les parties principales correspondantes, elle donne 
immediatement rintegrale d’une fraction rationnelle. 
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On pent ecrire 

f ( u ) = Mo -1- ^ 


Aoi—i 


u — a 


la somme 5 etant etendue a tons les p61es a distance finic ct 
infinie, si Ton convienl qiie pour un pole a rejete a rmfini 
doive etre remplace par z/, on en abrege qiie 

u — - quand a = co. 

IL 


On reroarqiiera quePon pent prendre arbitrairement les pailies 
priocipales relatives a tons les poles ; a cet egard il y a ime legere 
difference pour les fonctions elHptiques. 

2"* Deuxienie forme mettant en evidence les zeros ct les 
infinis, — La deuxieme forme qu’on pent donner a nne fraction 
rationnelle met en evidence les zeros et les injinis. Il sufllt pour 
cela de decomposer les polynomes P et Q, qiii ferment le nuind- 
rateur et le denominateur de la fraction, en facteurs da premier 
degre 


(7) 


(u — Ot,i)( U — — 'y.nx. ) 


oil certains facteurs peuvent ^tre egaux. 


3° La seconde forme dediiite de la premiere, — Soit /(zz) la 
fraction rationnelle consideree ayant pour zdros a,, a2, . . a,,/ 

et pour poles jii , po? • • • 7 


La fonction ^st aussi une fraction rationnelle ayant pour 

poles simples les zeros et les infmis de f{u) (n^^ 3), les zeros 
simples avec le residu +r et les poles simples avec le rdsidu — i . 

En mettant alors sous la premiere forme (decomposition 
en fractions simples) on a 


fju) ^ I , I I 

u — aj a — ot2 hi — 

_ _J i_ _ ___ I 

u u — U — 



NOTIONS PIIE LIM INAIRES. 


I 


[ntegrant et passant des logarithmes mx nombres, on retroiive 
I’expression ( 7 ). 

12. Remarque. — Nous venons de voir qu^une fraction ration- 
nelle n’a d’autres points singuliers que des poles a distance 
Iinie et infinie. La reciproque est vraie. [fne fonctioii uniforme 
niayant autre s singularites d distance Jinie et infinie que 
des poles est une fraction rationnelle. Nous nous bornons a 
rappeler ce tlieoreine dont nous n’aurons pas a nous servir. 

13. Relation algebrique entre deux fractions rationnelles . 
Tli^oreme d’addition algebrique. — Entre deux fractions ra- 
tionnelles 

^ =/(zO, y =/i(^0 

a lieu une relation algebrique definissant une courbe unicursale, 
c’est-a-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 

En outre, une fonction rationnelle f[u) admet un theoreme 
d’addition algebrique, c’est-a-dire C[ue, u et v designant denx 
valuables independantes, f{u -H r) est une fonction algebrique de 
f{u) et /((-). 


III. — Fonctions trigonometriques. 

14. Objet du paragrapbe. — Nous allons presenter les points 
fondamentaux de la tlieorie des fonctions trigonometriques, en 
SLiivant une voie identique a celle que nous suivrons dans le 
Ghapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

lo. Fonction sinw, sa definition par un produit infini. Fonctions 

cot w et leurs expressions par des series. Pdriodicite de ces 

sill- a 

fonctions. — La fonction sini^ est reguliere en tons les points a 
distance finie. Elle s’annule aux points 

11 = 0, dz 71:, ±2'K, 

C’est ce que met en evidence la formule suivante que nous 
supposons connue et que nous consid^rons comme servant de 



n 


u ri A r 1 i x\ i • 


definition a sinz/ 

(S) *■"“ = “11 

le produit 11^ etant etendn a toiites les valeurs de 1 on tier tii dc 

— X a -r x, la valear m~o exceptee, Grace a la presence dii 

u 

facteur le produit U! est convergent quel que soit Tordre dcs 
facteurs. Cette fonction sini^ est impaire, c’est ce qu’on voit siir 
le produit (8). En efFet, comme m prend toutes les valeurs dc 

— X a 4- x, on peut le changer de signe et ecrire 

sin li = ^ 

Changeant ensuite it en — ii on voit, en comparant a (8), quc 
sin( — u) est egal a — sin 

Le point oc est un point singulier essentiel de sinz^ : cn effct, si 
Ton fait u= on voit que, dans une aire aussi petite qu’on Ic 
veut entourantle point u^=o, la fonction sin ~ admet une infinite 
de zeros u' = D’apres ce que nous avons vu (n^ 7) le point 
11^=0 est done un point singulier essentiel. 

Fonction cotzz. — La fonction cota se deduit de sinzz, par la 
formule 

cotM = ^ log sin u. 


D’apres la formule (8), on a done pour cotu la s6rie 


cot« = — + / * 


u 7U 7C 


U — 2 TC 2 IT 


'll) (aH-2Tr 

ou, sous forme condensee, 

(9) COtM = - ( — L, _i L.'^ 

u Aid\a-^m'K miz)^ 

la somme etant etendiie a toutes les valeurs de Tentier w 
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de — cc a + ooj la vaieur zero exceptee. La fonction cot^/ est 
aiissi impaire. Le developpement (9) montre qu’elle a pour poles 
simples lous les points o, zbn:, ± 27 z, le residu relatif a 
cliacun de ces poles etaiit i. Par exemple, le point 11 = 11 est un 
polcj et la difference 

I 

colli 

u — t: 

est reguliere an point — t:. La formule (9) met done en evidence 
les poles et les parties principales correspondantes de la fonction. 
Le point u = cc est un point singulier essentiel pour cot2/ comme 
pour sinu. 

Fonction — — La fonction 
sin- u 

( 10 ) — ; — - — = — -y— cot — — - H— ^ rr 

du {it — niTiY 

est paire. Elle a pour poles doubles tous les points o, dr?:, 
dz2 7:, la partie principale relative au pole u = mr^ est 

I 

{u — mizY 

Peinodicite, — Des formuies precedentes on pent dednire 
facilement la periodicite des fonctions circulaires. Tout d’abord 

le d(^veloppement (10) de montre imm^diatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoute ti a a, car cela ne fait 
que deplacer les termes du second membre. 

On voitde meme que la cotangente admetla periode-rij en effet, 
formant la difference cot(?^ 4- tu) — on trouve 



somme qui est evidemment nulle, car les termes se detruisent 
deux a deux. 

Enfm de la relation 


cot(a -h Ti) = cot w, 
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que nous venons d’elablir, on peut deduire la peiiodicite cle la 
fonctioD sinu. En clTctj on integrant los deux incinbies de la xc— 

ialioii ci-dessiis, on a 

log sin(zA-f-7r)= log sin w -h logC, 
sin(zi-h ::)= G sin^i, 

ouGestiine constante. Pour determiner cette consLante, faisons 

li z=z — -s nous aurons 
2 

sin - = C sin I — - )? 

2 V 2/ 


et comme la fonction sin^/ est impaire on a 


D’ou ]a form 111 e 


C=-i. 

sm(u -h7:)=— sin u. 


Dh'eloppements eri series de puissances. ■— Pour calculcr Ics 
premiers termes du developpement de cotz<5 en serie de puissances 
dans le voisinage de u = 0 , on peut employer la ineLliode sulvanle 
analogue a celle qui nous servira pour les fonclions dc M. Weier- 
slrass. On a, pour u inferieur a mir (envaleur absolue), 


I 1 ^ iC- 

miz 


portanL cette serie dans le developpement de coti?^ cL ordonnaul 
par rapport aux puissances de u, on a une sdrie de la forme 



ou I’on a pose 

-.=2'-,,? 

les sommes fJvldemmcnl nullcs, 

car m prend des valeurs deux a deux dgales et de signes con- 
traires. 

On peut obtenir le developpement de sinw en s(5rie entidre en 
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integrant le developpement de cotz^, ce qiii donne 


log sin u = log A • 


■ lo£ 


Si u- 

2 7U- 




sin ii = A lie 


£i 

' 2 7C2 


.9., 

T ^ ‘ 


S -2 U * 

s-x 

’ 6 71“ ' 


6 ttS ■ 


A designant une constante d’integration. Comme tend vers i 

quand u tend vers o, on a A — i. Developpant alors I’exponen- 
tielle en serie, on obtient une serie entiere donnant sin;/. En 
identifiant le developpement ainsi obtenu avec la serie conniie 


sin u—u- 


1 . 2.0 


i .2.3.4.5 


on obtient les valeurs des sommes 5|, .... On tronve ainsi 


^1 = 


271*^ 



Ces sommes sont bien connues : on les ti'oavera par exemple 
dans le Calcul differ ejitie I Ae M. Bertrand, p. : pour verifier 
ainsi les valeui's ci-dessus, il faiit se rappel er que 


6\ = 



T 


n = CO 



I 



car, dans m varie de, — cc a -|-co, zero exclu. 

Exercice. — Nous ne nous arreterons pas plus longtemps a la 
theorie des fonctions sin;/, cot;/. Si Ton voulait etablir une theorie 
complete de ces fonctions, en prenant comme scales definitions le 
produit (8) et la serie (9), on pourrait, en suivant une analyse 
d’Eisenstein [Journal de CrellCj t. 35, p. 191), montrer que la 
Ibnction /(;/)= cot;/, definie par la sei'ie (9), verifie requation 
dlflerentielle 

.pi /•) 

/ — f- f “ H— ~ — 0 , 0 U “ — I . 

TT- 71- 

En portant le developpement de cot;/ en serie de puissances dans 
celte Equation et ecrivant qu’elle est verifiee quel que soit ;/, on 
aurait un autre moyen de calculer de proche en proche les 
sommes Nous indiquons ces resultats a titre d’exercice. 



16. Fonctions trigonometriqnes en general. — On pent appeler 
d'une maniere generale fonction trigonometrique une foncdon 
fill) rationnelle en cotz^, car le sinus et le cosinus d an arc s ex~ 
priment ralionnellement en fonction de la cotangente de Fare 
moilie que Ton peat toujours designer par u, Une fonction tngo- 
iioiiictric|iie. ainsi definie, est uniformed elle n a d auties points 
singuliers a distance finie que des poles; elle ne change pas qiiand 
on ajoute a u un multiple quelconque positif oix negatil de tc . 
e'est ce que Fon exprime en disant que la fonction adinet la 
periode priniitwe ti, ses autres periodes dzarcj di3TC, ... etant 
des multiples de la periode primitive. 

On peut mettre une fonction trigonometrique sous deux formes 
remarqiiables. L’une est analogue a la formule de decomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; Felement de cettc 
decomposition est la fonction cot(z^ — a) et ses derivccs ; e’est cc 
que Fon pourra voir dans le Traite Analyse de M. Her- 
mite, p. 321. L’autre forme est analogue a celle qui donne unc 
fraction rationnelle sous forme du quotient de deox produits de 
facteurs lineaires; Felement qui remplace les facteurs lincaires 
est — a). Nous ne nous arr^terons pas a etablir ces for- 
mules qui nous sont Inutiles pour la suite. 

Relations- algebriques. — Entre deux fonctions trigonome- 
triques 

7=/i(wb 

de meme periode t:, a lieu une relation algebrique d^finissant en- 
core une courbe unicursale, car/et /^ sont des fonctions ration- 
neiles de coin, 

Theoj'enie d addition algebrique* — Une fonction trigono- 
metrique fill) admet un theoreme d’addition algebrique : f in -p r) 
est une fonction algebrique de/(a) et fi<^)* 

Remarque sur la periode des fonctions trigonometriqnes. — 
Les fonctions que nous venons de considerer admettent la pe- 
riodc TT ^ 

II est evident que par un changement lin6aire de variable on peut 
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faire en sorte qa’elles a cl met tent une periode qLieIconc[Lie 2 to. II 
suflit de poser 




on a alors 
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IT. Definition. — Nous avons dit qu’une fraction rationnelle csl 
caracterisee par la propriete d’etre line fonctlon uniforme n’ayaiU 
d'autres singiilariles que des poles. 

Nous avons remarqiie egalement qu’ime fonctioii trigonomc- 
trique (foncdon rationnelle de cot a ou de sin 2 u et cos 2 u) csL unc 
fonction n’ajant d’autres singularites a distance finie que des poles 
el admettant des periodes qui peuvent tontes etrc composees 
par addition et soiistraction avec line scale per iode primitive tc. 
Mais ces proprietes ne caracterisent pas les fonctions trigonome- 
Iriques : elles appartiennent par exemple a qui n’est pas unc 
de ces fonctions. Pour achever de caract^riser une fonction trigo- 
nomelrique, il faudrait ajouter cette condition qa’elle posscdc un 
theoreme d’addition algebrique. 

Nous definirons d’une fa^on analogue les fonctions cllipti((iics 
par les proprietes suivantes, qui les caracterisent complclcmcnt : 

On appelle fonction elliptique une fonction uniforme 
li'ayant, a distance finie, dUiiitres singularites que des poles 
et admettant des periodes qui peuvent toutes etre composees 
par addition et soiistraction avec deux periodes primitives 2 o) 
et 2 

La fonction admet done les deux pdrlodes 20) et 2 to'; on (lit 
(\vCe\\e douh lenient periodiqiie, tandis que les fonctions tri- 
gonometriques sent sfm/jZenie/it periodiques. Elleverifie les rela- 
tions 

in) + /((^ -H 2W') = /( ), 

d’ou Ton conclut 

m et n d 6 signant des entiers positifs, n%atifs ou nuls. 
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G KNE RA L ITE S SUIl LES FONCTIONS ELLIPTIQUES- 

Nous admelti'ons qiie le rapport ^ est imaginaire; s’il etait 

reel, lafonction se rediiirait aune fonction simplement periodique 
on a line constante. G’est la un fait dont on trouvera la demonstra- 
tion dans la Note I et que Toil peut admettre pour ne pas inter- 
rompre I’exposition. 

Les fonctions elliptiques sont ainsi definles in ahstracto. Nous 
allons definir, par des series, les elements analjtiques a Taide 
desquels on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiquerons en meme temps leurs principales proprietes, parml 
lesquelles nous signalerons des a present I’existence d’un iheoreme 
d’addition algebrique et I’existence d’une relation algebrique entre 
deux fonctions elliptiques aux m^mes periodes. 

Une premiere propriete, resultant immediatement de la defini- 
tion meme, est celle-ci : La dei'wee dhtne fonction elliptique esi 
encore une fonction elliptique, En efiet, les relations (i i) ajant 
lieu quel que soit u donnent par differentiation 

aw ) ^f'{ll), 

■lLv)—f'(U). 

La derivee ffu) admet done les periodes 20 ) et acn'; elle est uni- 
forme comme f{u) et ses seuls points singuliers a distance flnie 
sont des poles, car si f{n) est reguliere en im point il en est de 
meme de f'{u), et si f{ii) a un pole en un point il en est de 
meme de f'{n)- 

18. Parallelogrammes des periodes. — La double p^riodicite 
peut se representer geoinetriquement comme il suit. Soit Uq une 
quantile imaginaire constante, choisie au hasard; considdrons 
dans le plan representatif les points repr^sentanl les quantiles 

Ua , Uq dz 2 CO, Uq±i^ co', Uq zh 2 w ziz 2 co' 


et, en g(^n(§ral, 

2mto 2/ico', 

ou m et n sont des enliers quelconques positifs, negatifs ou nuls ; 
ces points forment les sommets d’un reseaii de parall^logrammes 
Lous (^gaux au parallelogramme P, qiii a pour sommets les 
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et recouvrant tout le plan. 

Si « est ua point quelconque du plan, il se trouvc dans un do 
ces parallelogrammes, le parallelogramme F, par exemplc, Ic 
point est dans un parallelogramme voism dans lequcl .1 


Fig. I. 



occiipe la m^me position que a dans P'; en general, les points 
;/-j- 27 nci) 4 - 2 no)' sont tons dans des parail^logranimes dilFcrcnls; 
ils occupent dans chacun d’eux la meme place que u dans P'; nous 
avons figure quelques-uns de ces points. On dit, pour abrdgcr, 
que ces points sont des points homologues ou congruents du 
reseau des parallelogrammes. L’un quelconque de ces parallelo- 
grammes s’appelle parallelogramme des periodes ou parallc- 
lo gramme elementaire, 

Les relations (ii) expriment que la fonction f{u) rcpreiad la 
m^me valeur ert tous les points homologues. tl suflit done dc 
connaitre la fonction f[u) dans un des parallelogrammes, P par 
esemple, pour la connaitre dans tout le plan. 

19. Theoibrne fondamental. Une fonction elliptique devient nd- 
cessairement infinie dans un parallelogramme 61^mentaire, sinon 
elle s© reduit 4 une constant© . — En effet, si une fonction cllip- 
tique etait finie, dans un parallelogramme ^l^mentaire, elle serait 
finie, en tous les points a distance Jinie ou infinie, a cause de la 
double periodicite; ce serait done une constante 6). 
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20. Une fonction elliptique a un nombre limite de poles dans iin 
parallelogramme elementaire. — Le theoreme precedent montre 
qu’une fonction elHptiqiie a an moins iin pole dans im parallelo- 
gramme; nous voulons montrer qu’elieen a nnnombre limite. En 
effet, supposons que, dans P, une fonction ) ait une infinite 
de poles; divisons le parallelogramme en quatre en joignant les 


Fig. 2. 



milieux des cotes; dans un de ces quatre parallelogrammes au 
moins il y a une infinit(§ de p61es. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des cotes; dans un des nouveaux parallelo- 
grammes au moins, il y a une infinite de poles. En continuant 
ainsi, on obtient une suite de parallelogrammes tendant vers un 
point a du plan et contenant tons une infinite de poles. En ce 
point a la fonction n’est evidemment pas reguliere : le point a est 
done un point singulier; mais il ne pent pas etre un p61e, car un 
pole est n^cessairement isole et nous venons de voir que, dans une 
aire aussi petite qu’on le veut autour de a, il existe une infinite de 
poles. Ce point est done un point singulier essentiel de la fonc- 
tion, ce qui est impossible, puisqu’une fonction elliptique, par 
definition^ id a d^autres points singuliers que des poles dans 
un parallelogramme. 

Le theoreme que nous venons de demontrer est d’ailleurs une 
consequence immediate de la proposition generale du n^’ 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limite de poles 
dans un parallelogramme elementaire, tout comme une fraction 
rationnelle en a un nombre limite dans tout le plan. 

Nous allons donner une premiere expression analytique des 
fonctions elliptiques mettanten evidence ces poles et leurs parties 
princi pales*, cette expression joiiera le meme role que la formule 
de decomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 
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Void comment on forme la fonction qiii joue dans la llieoric 
des fonclions elliptiques le m4me r6le que la fraction simple 

— ' — dans la iheorie des fractions rationnelles. 

ll — a 


21. Fonctions s', p, Z, H. — Nous avons rappele prdcedcm- 
menl le developpement en produit de sin u 

meUanl en evidence les zeros : o, ±.-j de cette foaclion. 

Par analogie nous allons former avec M. Weierstrass one fonc- 
lion regulierCj coinme le sinus, en tous les points a distance finie 
et admettant comme zeros le point = o et tons les points 

, /;?z = 0, dr I, ± 2, . . .\ 


bomologues de I’origine dans le r^seau des paralldlogrammcs. 
Posons, pour abreger, 


el consid^rons la fonction definie par la formule 



/ m = 0, ± r , rh 2 . . . . , rJr co \ 
1 n = 0 , dr i , dr 2 , . . . , rt XI f 

! (p z= 2/n tO -h 2^^(l)' [ 

tp = 0 ex.clus I 


dans laquelle il faut, pour former le produit infini, altribucr a 
la quantile tv toutes les valeurs contenues dans Pexpression 
2 m (j) -f- 2 /iw^, a Pexception de la seule valeur o qiii correspond a 
m~n = o. 

Quand cette exception doitetre observ^e dans un produit infini 
ou dans une somme infinie, nous le rappelons en faisant siilvrc 
d’un accent lacaracleristique II ou S du produit ou de la soinme. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i 3 on 
en trouvera une demonstration dans la Note II . 

La fonction du ainsi definie s’annule seulement aux points 
u=:o et 11 = iv =: 2 mii ) 2 nio^ ] elle ne devient jamais inlinle 
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pour des valeurs finies de u. On voit qiie cette fonclion a im 
/.6ro simple et un seul dans chaque parallelogramme elementaire. 
Tous ces zeros sont des points homologues du reseaii de paralle- 
logrammes. 

Cette fonction d est impair e comme un sinus 


en cffet, comme rn et n prennent toutes les valeurs de — co a +oo, 
on peul, dans I’expression du produit, changer m et 7i de signes 
sans changer ce produit; on a done aussi 


cr' 




ii- 


Mais alors, en change ant uen — et comparant au produit (i 3), 
on voit que d ( — u) = — du, 

Enfin, il resiilte du produit infini que le rapj^orl — tend vers i 
quand u tend vers z^ro. 

De meme que Ton deduit la fonction colic de sin?^, en prenant 
la derivc^e logarithmique, nous considererons la fonclion obtenue 
en prenant la derivee logarithmique de du 


(>4) 


= 


d ]o^a'zc 
du 


(j' It 

cr u 



I 


iil. 

IV- J 


Nous d^signerons pour abreger cette noiivelle fonction par 
— (^^) ou l^u. La serie qui definit ^u est analogue a celle qui de- 

finit cot?^. Elle montre que la fonction i^u a pour poles simples 
tous les points u = Oj u = amco + avec le residu -f* i . En 

effet, la difference 

V I 

^u 7 , 

u — 2 m to — 2 n to 


ou m el n sont des entlers determines, est regulierc au point 
u = 2 m to -1- 2 /ico'. La fonction ^ a done un p61e simple de r^‘- 
sidu 4 - 1 dans chaque parallelogramme elementaire. II en est de 
meme de la fonction — < 2 ), ou a est line constante; cette 
fonction a comme seals points singuliers les points u = a et 
u = a am CO -h anw', qui sont des poles du premier ordre de 
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lesidu -f i; 11 y a un de ces poles et un seul dans cliaque parallc- 
logramme. Ainsi u = a est un p6le et la difference — 

est reguliere an point u = 

La fonction lu est impaire comme la cotangente; on ])eul le 
verifier directement oii le conclure de ce que du etant impaire, sa 

derivee d' u est paire et le quotient - impair. 

Pour etudier les proprietes de cette fonction prenons-cn la dc- 
rivee et appelons pu cette d6rlvee cliangee de signe 

Zf _ I VT T ^ 1 . 

(Ij) pzf, = 4-^ p 

cette fonction etant la derivee d’une fonction impaire csl pairc : 
elle a pour poles doubles les points u = o. mto -i- 9 . n m' ] la 

partie principaie relative a Fun de ces poles est ^ ' 

le residu correspondant est tiuL Cette fonction pu csi doiut 

analogue a la fonction donnee par 
^ sm-zz 

I _ z/'Mogsinzz ___ i * 

sin-zz du- ~ zz- ^ {u-zht.)- 


La fonction p(u — a)^ ou a est constant, a pour poles douliles 
les points a et a + 2^(0 4- 2n(o^; la partie pidncipale relative a 

un de ces poles est^ ^ il y a un do ccs t)dles 

{u—a — 2/7ZC0 — -A/Zoy)-^ -z * 

et un seul dans chaque parallelogramme elemcntaire. 


Periodicite de pu. — La fonction pu admet les deux [x'- 
riodes 2 0) et 2(i)b 

En effet, si Ton forme la difference p (w + aco) — pip on a 


p(zZ-i-2C0)--pzZ = 


I 

( ZZ 4- 2 CO )2 


-L 4-'V ^ 

ZZ~ Jmi [_( W -h 2 CO (P )2 




.2(/?Z — 1)C0 — 2ZZ0)'J2 


ill — 2 HI CO •— 2 ll ^ 


oil la derniere somme est etendue a toutes les valeurs de in cl n 
sans exception. Cette derniere somme est ^videmmenl nulle, car, 
en considerant les termes qui correspondent a une m6me valcur 
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de /?j on voit qu’ils se detruisent deux a deux. On a done 

(l6) J3(?iH-2to)==pw; 

de meme, on trouverait 
(iG'} = pu. 

Effetde V addition des periodes a V argument de X^ii. — In- 
Legrons ces deux dernieres relations en nous rappelant que I’inle- 

grale de pa est — ou — tu. nous aurons 
^ cr' w ^ ’ 

( ? ( -H 2 w ) = {; zt H- 2 Tj , 

OU 7] et vi' designent deux constantes introduites par I’integration. 
En faisant dans ces relations u= — to, puis u ■=^ — to', on a 

^((.o) = ^(— to) H- 2TQ, ^Cto') = C(— to') H- 2 r/, 

d’ou il resulte, puisque ‘C est impaire, 

(18) '/i = ?(co), r; = r((o'); 

ces constantes */i et v]' sent ainsi exprimees par des series con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M. Her mite. — Dans la notation de 
M. Weierstrass e’est cetle fonction — ou ^ qui joue le m^me role 
que ^ dans la theorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

de Jacobi; legei’ement modifiee par M. Hermite {Crelle, t. 84), 
ce role est joue par la fonction impaire 

( 19 ) Z{u) = ^ii— 

qui ne dvffere de que par un terme lineaire en u clioisi de telle 
facon que Z(^^) admette la p^riode aw. On a, en elTet, 

Z(zZ-l-2to) — Z(w) = ^M-h2to) — — 2rj=0, 

Z( zz -i- 2 to) = Z{li); 

Z(zz 4- 2 to') — Z (zz) = -H 2 to') — ^zz — ’ 

Z(zz -+- 2 to') = Z(zz) — i('Z]to' tOY]'). 


puis 
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Dans la nolation de M. Weierstrass les deux periodes jouenl 
done im role symetrique, tandis qne dans celle de Jacobi une des 

periodes joue im roie special. 

Nous verrons plus loin que la constante Tio/— cor/ nest pas 
niille: elle a pour valeur zh ^ oii il faiit prendre le meme signe 

([lie le signe du coefficient de i dans le rapport — • 

Pour le moment nous poserons 

(%q) tor/= 0 . 

Alors yerifie les deux relations 

j Z( -4- 2to) = Z{lt), 

^ I Z( z(. -f- iiw') = Z(z() — ^ • 

La fonction Z(«), ne dlfferant de qne par un terme lincaire 
en u, a les memes points singiiliers et les memes parlies princi- 
pales. 

Ainsi, celte fonction Z(u) dL pour poles simples de rdsidus -p- 1 
tons les points u=zo^ = 2 mco 4- ante'; il y a im de ces piles 
dans chaque parallelogramme ; ils sont tons liomologues dc I’ori- 
gine w = 0 dans le reseau des parallelogrammes. 

La fonction Z(z^ — a) a pour poles simples de residii -h i les 
points iLz=^a et (( = a-1- 2mci) -f- 2n,(o', hoinologucs du point a 
dans le reseau des parallelogrammes. Par exemplcj dans Ic voisi- 

nage de «= a, on a : Ziii — ci) — %ale fonction regulicrc. 

Effet de V addition des periodes d V argument de da el 
de H(z/). — Si Ton integre de nouveau les formulas (17) ou 

y' j U 

Il z=z on a 

:iiL 

log G'(M 4 - 2 ti)) = log o' w -i- 27 ) W -H log C, 
log a'(z( 2(u') = logCj IL H- 27 ]' u -h logc'j 

logc et logo' designant des constantes d’int^gration. En passant 
des logarithmes aux nombres, il vient 

Ci'(W-{- 210) = ce 2 ‘ 0 «G'u, 

- 4 - 2(j)') = 
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Dans la premiere de ces formules faisons — co et rappelons- 
nous que, da etant impaire, on aa'(— o)) = — 0*03. Nous trouverons 

= c=~e20 w. 

La seconde relation donne de meme 

c' = — 

La fonction d verifie done les deux relations 

^ -t- •>. to ) = e2-/](zi4-t0) ii^ 

( ) \ 

( a'i a -f- s>, to') = — e 2 cf u. 

On conclut de la, par FappUcation repetee de ces formules, la 
valeur de c;'(;^ + 2/?ito -f- en fonction de da^ m et n desi- 

gnant des entiers positifs, negatifs 011 nuls. Cherchons d’abord 
I’expression de a'(^^ - 1 - aw -H 2 w^). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, u en z^-}-2a) et tenant compte de la 
premiere, on a 

G'(u + 2t0 -H 2to') = 

Mais, commeYioy — or/\'=:± on a 
^ 2 


( 23 ) (j(u 2 to -4- 2 to') = — e2(^-f--/)')l/t-i-(0 + (0'; ^ ii^ 


On verifiera de inline que, m et n etant deux entiers quel- 
conques positifs ou n^'gatifs, on a 

(24) <^{u -h 2 /ntO -t- 27 Uo') = (—l)mnA-m+^le^imT^-hn■rl'){u-hmo>-H^U)')^ll, 


Dans la notation de Jacobi onremplace la fonction o', dont la 
derivee logarithmique est par une fonction H( 27 ) {hetade u)^ 
(‘galement impaire, ajant pour deriv(§e logarithmique 7j{ii) [zeta 


de u) 


I:l'(7.0 

n{u) 


Z{u) 


o' It 
(j It 



On a done, en integrant, 

log 11 (u) = logo U — ^ 


logp designant une constante d’integration, et, par suite, 
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Pour determiner o, divisons les deux meinbres de la rela- 
tion (aa) par u et faisons tendre u vers zdro; ^ lend vers i, 
vers Ja valeur H'(o) de la derivee ^ pour u = o. On a 
ainsi a = H'(o), el la formule (20) devient : 

^ e 5' 7/. 

H (0 ) 

La fonction H(7/) admet les m^mes zeros qne da. Elle verifle 
les deux relations 

/ H(w-4-2w) = — H(16), 

( 26 ) 20 

( H(77. -i- 20)') = — C ^ li(Z7.), 

ou 0 desig-ne comme plus Laut la quantite — wv]'. Ges relations 
se tirent, soitdes relations que verifie o', soil, par Flntegration, do 
cedes que verifie Z. 

En effet, integrant les relations (21), on a, puisquc 7 j(a) = 1 ^^ , 

log H(z7; -{- 2 co) = log H ( 77 ) 4 - logo, 

log H( 14 -t- 20 )') = log H (Z4) —ilu^ logc', 

to 

ou c et c' sont des constantes. On en deduit 


H(74-4- 2ti)) = cH(74), 

H(74 4- 2 to') = c'r 11(74). 

Faisant dans la premiere u~— co, on a, commc II esL Impairc, 
c = — i; de meme, faisant dans la seconde u = ~~~u 7 ^ on a 

c' = — e “ . On a bien ainsi les formules (26). 


22 . Remarque. On a des a present des exemples de fonclions 
eOiptiques. Ainsi la fonction qui n’a qne des p 61 es a distance 
finie et qui admet les deux periodes aco et est une fonctio/t 
elliptique; il en est de mSme de ses d^riv^es p" /f, 

Les fonctions o', H, ij, Z ne sont pas elllptiqiies, car ellcs n’ad- 
mettent pas les deux periodes 20) et 2 to'. 

Nous aliens montrer comment, avec les seuls elements analj- 
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tiques nouveaux qae nous venons de dtfmir et qui se deduisent 
tons de dzz, on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques. 


23 . Gas de degenerescence. — Lorsqu’iine des periodes 2 0) 
ou 2 0)^ devient infinie les fonctions o' et p se reduisent a des fonc- 
tioiis connues. Supposons, par exemple infi.ni et prenons la 
fonction p. Dans la serie qui definit est infini dans tons 

les terines oii figare to', c’est-a-dire oii n est different de zero. 
Tons ces termes sont done mils et p(ii) se reduit a la fonction 


p(i{, <o'= =c)= ^ ^ j^- 


T 

u-a>- ^ 


(u — -2 mix))- [\ni- 

la somme S' elant etendue aux valeiu's positives et negatives de 

I’entier zero exclu. Co mine la serie ^ est convergente et 
-—2 

a pour somme y , on a 

p ( w' = -x) = ^ -i- At -1- "V, 7 rr • 

Mals alors, en comparant a la formiile 

1 I I 

__ — . — — — - % j 

sin-^ z- {z — /jtTZ)'- 


on a 
(■>• 7 ) 


P(m, w' = ») = - 


1 2 to- 4 W- . ^Tza 

sin 2 — 

2 to 


En intcgi'ant et changeant les signes, on a 


(•>.«) 


co'= :») = 


71 - 71 7ZU 

; U H cot j 

I2t0-^ 2 to 2 to 


sans ajouter de constante, car est irapaire. 

Enfin, iutegrons de nouveau et passons des logaritlimes aux 
n ombres ; il vient 

~ II 

a'i a, lo' — zo) z= c 0-'* sj ii — ? 

^ ^ 2 to 


oil c csl line constante d’integration. Pour la determiner, divisons 
par ct faisons tendre u vers zero, en nous rappelant que ^ tend 
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jO 

vers I . On a alors c =i et enfin 

2 to 

2 to «* . TT U 

(29) to'= cc)= — sm— • 


On voit aiiisi qiie Tanalogie avec les fonctions trigonomelriques 
devieot Fidentite quand ime des periodes est infinie. 

Supposons qiie les periodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la serie p{u) t-oiis les termes sont mils, saiif Ic pre- 
mier, el Ton a 


int^rant el changeant les signes, on a 

u' _ * 

o U 


On voif, d’apres cela, qiie la theorie qiie nous allons developper 
donnera, comme cas particuliers, les formules relatives aiix fonc- 
tions trigoQometriqiies ou aux fonctions rationnelles, suivant quc 
Fon y supposera une periode infinie ou les deux periodes infinies. 


n. — Premiere expression des fonctions elliptiques. Decomposition 

£N elements simples. CONSEQUENCES. 

24. Cas des poles simples. — Soit/(z^) une fonction ellipliquc 
ajant les poles a, Z?, c, ..., / dans un parallelograinme eldincn- 
laireP, ces poles etant d’abord supposes simples et les residiis 
correspondants etant A, B, L. Alors, dans le voisinage du 
point <7, on a 

f(^^) — ^ -+~ fonction reguliere, 

dans le voisinage de b 

B 

f(ii)=z - ~ -H fonction reguliere, 


Formons la fonction 
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Cette fonction est reguliere dans le parallelogramme des pe- 
nodes P, car dans le voisinage de u = a, par exemple, on a 


done 


f(u)=z r- fonction reo:uliere, 

^ ii — a ^ ’ 

— a)— — ^ H fonction reguliere, 

u — a ■ ® ’ 

f{^u ) — kZ{ii — a)= fonction reguliere, 


et, de plus, toutes les autres expressions — b), . . . , Z(^/ — /) 
sont regulieres an point a. 

D’ailleurs, /( u) admettant les periodes 2 co et 2 co^, on a, d’apres 
les proprietes de Z(?^) (eq. 21), / 

( 3 o) ' 

4- ‘UO') = — ( A B -i-. . . L). 

I ' w 


D’apres ces equations, la fonction ^{u) est reguliere dans tout 
le plan a distance finie,' car elle est reguliere dans le parallelo- 
gramme P, et, dans les autres parallelogrammes, elle prend des 
valeurs qui ne different que par une cons tan te de celles qu’elle 
prend dans P. 

Nous allons demon trer que se reduit necessairement a une 

constante. En effet, la derivee {u) est reguliere dans tout le 
parallelogramme P, car la derivee d’une fonction reguliere est ime 
fonction reguliere; de plus elle admet evidemment les deux pe- 
riodes 2 03 et 203', comme on le voit en differentiant les for- 
inules ( 3 o). 

Cette derivee [u) est done constante, comme etant une fonc- 
tion reguliere avec deux periodes (n^" 19 ) 


done 


) == Cl 4- Go, 


C\ et Co designant deux constantes. Mais, comme <I> ( + 2 03 ) 
doit etre 6 gal a C| doit etre nul et se reduit a une 

constante Co- Ainsi la difference appelee est constante. On 
a done la formule 


(30 Co-i-AZ{z-^a)-h BZ( 4 ; ~Z>) 4 -...-hLZ (2 — C. 
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due a M. Hemite et appelee fonnule de decomposition en ele- 
ments simples. Cett6 formule est analogue a la formule de de- 
composition d une fraction rationnelle en fractions simples. 

La soHune des residus d’une fonction elliptique en tons les 
poles situes dans un parallelogramme des periodes est nulle. — En 
effet, nous venons d’appeler A, B, L les residus relatifs aux 
poles situes dans un parallelogramme des periodes; nous avons 
trouve que (^(u) est une constante : alors on a evidemmenl 
_j_ 210 ')— '!'(«)=: 0 . On a done d’apres la deuxieme for- 
mule (3o), puisque o est different de zero, 

f 3‘> ) A -T- B -h . . . -f- L = 0 . 

j Le theoreme est done demontre. 

Ainsi, toiite fonction elliptique n’ayant que des poles simples 
peat se mettre sous la forme (3i), ou les constantes A, B, . . Ij 
iont une somme nulle, 

Inpersement toute fonction definie par une expression do la 
forme (3i),oiiles constantes A, B, ...,L ont une somme niille, est 
une fonction elliptique : en elTet, cette fonction n’a d’auLres sin- 
gularites a distance finie que des poles simples et, d’apres les pro- 
prietes de la fonction Z, on a 

y ( Zi -f- ‘2 CO ) f ft ) = ^ ^ A -i- B -H . . . H- L ) = 0 . 


26. Formule de decomposition en elements simples dans le cas 
od certains pdles sont multiples. — Nous avons, pour plus de sim- 
plicite, suppose d’abord que la fonction elliptique considi:r(;o 
n’avait dans un parallelogramme eiementaire que des piMcs 
simples. Le cas ou la fonction possederait des poles multiples 
peutetre regarde comme un cas limite du precedent : il suflit do 
supposer que plusieurs des pdles simples viennent A coincider. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la mdme metliodc 
que le precedent. Nous obtiendrons ainsi I’expression la plus ge- 
nerale des fonctions elliptiques et cela encore avecle seal element 
analylique Z(u) et ses derivees. 
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Soieot a, I les poles de la fonction f{u) dans on paral- 

lelogramnie elementaire et 




A 


ic — a 


Ai 


A, 

( a — a y 


Ag-i 

( u — a yj' ’ 


B Bi B|5 -i 

a — b (ic — by ‘ ‘ 


les parties principales correspondanles. La difference 
fl)( = f[ I^A Z{ii ~ a) — Ai Z'(^^ — a j-i- 7/ (u — a) -f-. . . 

ga-i ( zt — a ) 

r . ‘ 2 . . . a — 1 

P 

— BZ(;^. — b) — Bi7J (u — b)-h — ~ Z" ( ii — b)-{~ . . . 

_l_ (_ , ,^i-i tl Z([3-i) (• a — b) 

1 . 2 ... 3 — I 


est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u = a 
par exemple, on a 


Z(;6 — a) = 


1 

It — a 


-I- fonction reguliere, 


Z\i(. — a) =■ — 


-h fonction re^ruliere, 

[u — ay ^ 


Z" { It — a) = 


I .2 

{it — a y 


-+- fonction reguliere, 


Z‘2~i'(;^ — a)= ( — 0^“^ 


i . 2 . . . ( a — [ ) 
{u — a 


H- fonction reguliere. 


Done 


A Z{a — a) — Ai Z\ u — a) ■ 


Ao 


Z\u- 


- ') H- . . . 


(— 

I . 2 ... a — i 


Z(3i-i)( — a)= fonction reguliere. 


Gomme dans le voisinage de u = a, on a anssi, par hypolhese, 

f(^a)=- fonction reguliere, 

on voit que est rdgiiliere au point a] il en est de meine des 

A. ET L. ^ 3 



CHAPITRE 11. 


34 

aulres pules. D’ailleurs on a, d’apres les proprietes des fonctions Z, 
<i>( z/ -T- aw) — ^(^Oj 

uz -f- 2 w' ) = ^ — — ( A -f- B -f- . . . -f- L ), 

to 

car les fonctions TJ'{u) sont doublement periodiques. On 

verra, comine plus liaut, que la fonction reg*uliere <I> est constanLe 
et qoe, par suite, la somme des j'esidus A + B-j-. . L est iiulle. 
L' expression generale d’lme fonction ellipticjiie est done 

I f{ z; ) = Co -4- ^ j^AZ [u — a)~ kiZ’ {u — a) 

i 33 1 -T" — — Zl' ( li — - (X ) -+- . . . 

I -h(—iy-‘-‘ ( a — a ) 1 , 

' I . a ... a — 1 ' J 

la somme S etant etendue a tons les p 6 les situes dans un paralie- 
logramine, avec la condition 

( 32 ) A -4- B H-. . .-4- L = 0. 

Ainsi, de meme que toute fonction rationnelle est ime combinaison 
Hneaire a coefficients constants de termes de la forme 

T T I 

a — a' ( — a ‘ ^ — a 

avec la convention que u — co= toute fonction elliptiqiic est, 

a une constante additive pres, une combinaison lineaire, a coef- 
ficients constants de termes de la forme 

Z{iL a)^ Z (u — a), — a), 

avec la condition que la somme des residus [coefficients des termes 
tels que Z(m — a)] est nulle. 

pversement toute fonction / ( u), d^finie par une expression do 
la forme ( 33 ), oil 

A -+- B-h. . . + L = 0, 

est line /oTzctmn elliptique, car on v^rifie immddiatement Ics re- 
lations 

/(ttH-acu) _/(„)= 

^ (A 4 - B . .-t- L) = o. 
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27. Formule de decomposition en elements simples avec les 
notations de M. Weierstrass. — La formule (33) que nous venous 
d’etablir peut s’ecrire comme ii suit. Nous avons pose 


Z( u) =Z — -u. 

(J) 


Done, en differentiant et se reportant a la definition de pu 
comme la derivee cliangee de signe de ^ 

7J\u)=: — p' U, 

) 


Faisant ce changement de notations, on a la formule 


1 /(«) = — «) +• A, p(z(— a)— -^p'(i4 

(31) ■ 






Ag— ) 

— i) 




oil Dq designe une nouvelle constante et ou la sommeS est encore 
etendue a tons les poles situes dans im meme parallelogramme 
des periodes. Les terines lineaires en u qui semblent s’introdiiire 

quand on remplace Z(u) par disparaissent, car leur 

coefficient est — - ( iV-i- B -1- - . • H- L), c’est-a-dire o. 

CD ^ ■' 


28. Kemarques. — Dans ces formules de decomposition nous 
avons suppose les poles a, Z?, . . . , / sitaes dans un meme paralle- 
logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu’on peut 
toujours remplacer cliacun des poles par un point bomologue. 
Ainsi soit 

a' = a -1- 2 0) -f* 2 ;2 cd' 


un point bomologue de a, on a 
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RemplacantZ(?^ — a) par ceUe valeur, on voit que la 
reste la raeme. La seule valeiir de la constante Co est mo 
Cne autre remarque est celle-ci. Quand on fait ch( 
parallelogramme elementaire P de sommets 

Uq, UQ-h2(si, 2^0-4- 2 w -h 2 w', 

ii peut arriver qu’il y ait des poles tels que a, par exeiu 
on cote et, par suite, d’autres poles tels que <^ 4 - 203 ^ stir 
oppose. On peut etre embarrasse pour savoir quels sont < 
ces poles qu’il fautregarder comme etantdans le parallelog 
Alors on remplacera le parallelogramme P par un autre 1 

3 . 

p 


pointille, obtenu en deplagant infiniment peu le point Uq e 
facon a eviter qu’il j ait des p61es sur les c6tds. La me 
marque sera utile plus loin pour le cas oil il y aurait des z6 
des coles. 

29. Regie pratique pour la decomposition d'une fonctioi 
tique/(i£)en elements simples. — II faut tout d’abord dctci 
les poles de cette fonclion dans un parallelogramme des peb 
arbilrairement choisi d’ailleurs; soient a, ^ ces poii: 

II fautensuite determiner la partie principale dc /(n) r 
a cbacun de ces poles. Supposons, par exemple, que le pcMc 
soit d’ordre a ; alors le produit 

== (u — a)^f(u) 

est regulier et different de zmm pour u=a. Si done on 

loppe ce produit, par la formule de Tajlor, dans le voi^ 
de uz=a, 

= Aa-i-hAa_o(zi — a) -h _ ay^~h. 

A ( n a )^-i -f- (^ii — ^ ) 5 

g(u) etant une serie entiere en(u- a), on a, en dgalant c 
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veloppement a {u — divisant par {u — le deve- 

loppemeiit 


f{u) 


Ag-I , 

{u — ayj- ' {It — 


A, 


A 


{it — a/- ‘ it — t 




qui met en evidence la partle principale cherchee. On pent alors 
ecrire la formnle de decomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chaciin des poles situes dans le parallelogramme choisi. D’apres 
line remarqiie que nous avons faite, on peut, dans ces calculs 
comme dans la formnle finale de decomposition, remplacer chacun 
des poles tels que a par un point homologue a -f- 2mo3 H- , 
La principale difficulte pour la decomposition en elements 
simples est la determination des poles a, Z?, . . . , Z, de meme que 
pour la decomposition d’une fraction rationnelle, la principale 
difficulte est de trouver les racines du denominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n° oO. 


30. II ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
parallelogramme un seul pole, si ce p61e est du premier ordre. — 
En effet, si la fonction f( ii) n^avait quhm pole simple a de re- 
sidu A, la formule precedente (3i) donnant f{ii) ne contiendrait 
qii’un terme KTj[u — a). Mais la somme des residus etant nulle, 
on aurait A = o et f{u) — Cq. La fonction serait done une con- 
stante et n’aurait pas de pole. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme deux poles seulement, simples tons deux, u = a et u — h. 
En effet, dans cette hypothese, la formule (3i) comprend deux 
termes et Ton a A -h B = o ; la fonction /( ii) est alors 

f{it)z= k[Z{it — a) — Z{u — Z>)]. 

II existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme elementaire un seul pole, pourvu qu’il soil d’ordre supe- 
rleur au premier; le residu relatif a ce pole est nuL C’est ce qui 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet Forigine et les points 
homologues comme poles doubles de residus mils. 

DAine maniere generale, les deriv^es et les puissances positives 
de pu sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque parallelo- 
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gramme un seul pole homologue dii point u = o-, ce pole est 
d’ordre superieur a i et le rdsida correspondant est mil. 

31. Exemple. Decomposition de en elements simples. — La 
serie qui definit pu montre que, dans le voisinage de u = o, on a 

pn = +G(m), 

G( u) etant une fonction reguliere au point o definie par la serie 

G(«4)=_2] 

Comme G(u) est paire et s’annule manifestement pour w=(>, 
on a, en developpant cette fonction en serie de puissances dans Ic 
voisinage de u = o, 

Q(tl) = ^ 2 ^ 24 - 

^ -yes ‘>8 


ou, conformement aux notations de M. Weierstrass, nous appe- 
lons ~ ^ les deux premiers coefficients 



Ces expressions de ^2 et s’obtiennent immediatement cn 
developpant chaque terme de la s6rie (35) suivant les puissances 
ascendantes de w, par la formula 

T I 2a 3 5a-‘' 

(a — w f 

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de u. 

On a done, dans le voisinage de u= 0 ^ 


37 ) 




20 


et en elevant au carre 


p^^u= — 4- 
u’^ 


10 14 


Considerons nn parall^logramme des periodes entourant Ic 
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point u = 0] dans ce parallelogramme p-z/ a, comme seal pole, 
11 = 0] ce pole est d’ordre 4 la partie principale correspon- 

danteest d’apres le developpement ci~dessus. Dans laformiile 

de decomposition en elements simples ( 34 ) il fandrait done 
prendre iin seal pole <2=0, puis a = 4 ^ A = A, = Ao ~ o, 
A3 = I . On a alors 

(38) p‘^u = Do-f- 

Do designant ime constante. 

II est d’ailleurs aise de verifier dlrectement cette formiile. 
D’apres le developpement de pu on a, en differentiant, 

p"u = 

Done la difference 

est regiiliere an point u = o^ car, dans le second inembre les 
termes en disparaissent. La fonction ^(u) est done reguliere 

dans tout le parallelogramme elementaire considere (contenant 
I’origine), et, comme elle admet les denx periodes 203 et 2co', elle 
est egale a une constante Do- 

Laformiile ( 38 ) est ainsi v^rifiee. Pour determiner la constante, 
on donnera a u une valeiir particuliere. D’apres les developpe- 
meats de p- et de p'', on a, dans le voisinage de u = o, 

Do = p2««— 


4 + £i„3 

m \o 7 


5 2 
10 


353 




d’ou en faisant = o, Do= On a ainsi la formule 

(39) P^“= fl' 

On formera de mfime, a litre d’exercice, les expressions de 
p’ M, p'‘ ... en fonctions lineaires de p, p', p", ... par la for- 



mule de decomposition en elements simples. Ces expressions se 
lirenL aiissi des formules obtenues en differentiant la relation (09) 
im nonibre quelconquede fois et tenant compte de la relation qiie 
nous allons etablir entre p et p^. 


32 . Belation algebriqne entre et sa d6rivee — Miilti- 
plions les deux membres de la relation ( 3 g) par p' u cl integrons 
par rapport a w, nous obtiendrons une formule qii’on pent ecrire 

p'2 — /J J33 — -h G, 


oil C designe une constante. 

Pour determiner cette constante, on remplacera encore j), p' 
par leurs developpements en serie donnas plus haul : on veriliera 

que les termes en ~ disparaissent, et en faisant cnsuilc = o, on 
trouvera C = — ^3. On a done la relation 
{ 4 o ) p'2 == 4 pS _ 0*2 p _ 


algebrique en p et pG 

Cette formule donne la derivee de la fonclion inverse de j)//. 
Faisons 

d’oii Ton tire, en imaginant I’equation r(^soliie par rapport a 


= argp^, 


e’est-Mire u egale Pargument dont le p est -g. La formule (4o) 
donne alors 

da r 


La derivee de u par rapport a z est done algdbriqiie en g, lout 
comme la derivee de arc sin^. 

Comme 5 est infini quand u est mil, on a 


( 4 i) 




formule permettanl de calculer u en fonction de z. 
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33. B^veloppements en series de puissances de pu^ t^u, ^u. — 
Les cons tan tes g-o et ^3 s’appellent les deux imxtriants. Ces 
constantes etant connues, on a, coinme il siiitj les developpements 
en series de jd, o'. 

Faisons, dans le voisinage de u~ o, 

(42) pit ~ ^ ^ ^ C^u'^ Cl -f- 

Les deux premiers coefficients sont 


( 43 ) 


d = 


^2 

22.5' 


Cs 


^3 

2 *^. 7 ' 


Les SLiivants se calculent facilement par voie recurrente en 
substituant le developpement de p dans Tequation 




et iden tifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour \ plus grand 
qiie 3, la formule recurrente 


(44) = 


(2A h- i)(;X — 3) 


2. 


Cy C} _v 


(V = 2, 3, A — 2 ), 


qni monlre qne tous les coefficients sont des poljnomes en et 
Ain si 


( 45 ) 


C5^ 


3,^2 ^3 
2 ^^ 5 . 7. 1 1 


Le developpement de "Qa pour de petites valeurs de u sc 
tire immediatement du precedent par une integration, puisque 
1 = — J p u da ; on a done 


(46) ^ = " -4- Co •— I C3 ^ 

sans ajouter de constante, car 'Qu est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce developpement sont aussi des polynomes en ^2 
et^3. 

Les deux developpements de p et convergent dans le cercle 
aj^ant pour centre I’origine et ne contenant dans son interieur 
aucun point homologue de I’origine. 
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Du developpement de u on dedait celui de d puisque 


u 

:fu 




Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 


i' u = lie 


'ir“ 30 


sans iiiettre de constante en facteur, car ^ tend vei'S i quand (/ 

tend vers zero. II ne reste plus qu’a developper rexponentJelIc cn 
serie et Ton a le developpement de du. On voit que Ics coelTi- 
cients de ce developpement sont aiissi des polynomes enlicrs 
en g2 et g'3. Voici les premiers termes du developpement 

(47) J' -f- ^ pVt f-oT-,-) '—•••- 

^ ' 2^.3. 5 2'*.3.d.7 ‘i 3.3’.5.7 ‘2^3‘^.:)-.7. i i 

On troiivera ce de'veloppement pousse jusqii’a dans Ics 
feuilles de M. Scbwarz [Forjiiules et propositions pour V eniploi 
des fonctions ellipticjues), Puisque du est une fonction cnlicrc 
comme sint^, reguliere dans tout leplan, ce developpement de d u 
est convergent pour toutes les valeurs de a. Ce developpement es( 
commode pourle calcul des valeurs numeriques de d u^ d^u^ d’^ u 
et, par suite, de et p qui s’expriment ratiomiellement a raid(t 
des derivees de d 



■pu=^—'Cu=z 


o''- ii — o' u o'" a 
cf- u 


34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D’a|)r(^s 
ces proprietes, si Ton a une equation de la forme 


(48) 


u 


■ r 


ou ^2 et ^3 sont des constantes donnees, on en conclut 
z-pu , 

z est done expnme en fonction uniforme de u, et I’on pent, a Taide 
des senes precedentes, calculerla valeur de s correspondant a une 
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valeiu' de u\ mais ces series ont le defaut de ne meltre aucune pe- 
riodicite en evidence. On a ainsi une solution da probleme de 
Finversion de I’integrale (48)- Les constantes et g<^ peuvent 
avoir des valeiirs quelconques, car Tequation 

est verifiee identiqaement par les developpements en serie ci~ 
dessusj quels que soient et ^3. 

Nous verrons plus loin comment, ^2 et g^ etant donnes, on 
peut calculer un couple de periodes 2to et 2co'. 


35. Int%ration d’une fonction elliptique. — Pour calculer Tin- 
tegrale 



d’une fonction elliptique f{u)j on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on decompose f{u) en elements simples et Ton in- 
Legre terme a terme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
f{u) peut se mettre sous la forme (34). En integrant, on a 


j' f{u)du=: 


const. Do w ■ 


■ 2 [ 


A log — a) — A 1 — a) 

hi 

T . 2 " 


-p(i^ — a) -h. 

Acd-i 


[ .2. . .a • 




— «)]• 


Par exemple, la formule de decomposition etablie pourp-z^ 
(n® 31) donne 

(49) f ]ludic u-{- cox\si. 


36. Homog6n6it6. — Pour indiquer les valeurs des periodes on 
des invariants, M. Weierstrass emploie les, notations suivantes 

— a'(z^|a), to') = ^2, ^3)5 

=p(2^|co, CO')=:p(t4; gz)- 

D’apr^s le produit qui definit il est evident que si Ton 
multipiie to, to' et u par un inline facteur [x, ^ ne change pas et 
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,o'| I [Jt.W. [JLto') = [A j w, w ). 

DifFerentiant par rapport a on a 
ij) a'X (jLco') = w. to'). 


)' 2 ) ^')- 

r" 

DifFerentiant encore par rapport a u 


p(ui{||iO), pu') = — p(k1(i), o/), 
r 


ce qu’on verifie d’ailleurs immediatement sur )a S(§rie donnant ,p. 
D'apr^s les expressions de g-i et «•, par des series doubles 

(n» 31) 


^ 2 = 




quand on remplace o) et (o^ par po) et po)^, cv est renfiplac(^ par piv’ 
et go et ^3 par ~ et ”• On a done aussi 

[i. (J. 

( 54 ) ' ^ I / 

L’expression “ est nne fonction de o3 et co^ qiii nc chang'C pas 

quand on mulliplieo) et w' par nn memefacteur arbilraire p; c’csl 
line fonction du seul rapport des p^riodes. 

37. Cas de degen^rescence. — Quand nne des p^riodes est in- 
finie, 0 )' par exemple, on a 


el comme on a (n'^ 15) 


^ 3=2 


' JmU 


-L — V' ^ 

3 ^. 5 ^ 33,; 
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il vient 


3 Vaco- 


Donc on a, dans ce cas, 


^2— ^7^1 = 0. 


Le poljnome 4^'* — — ^3 a alors une racine doiible, el 

I’integrale 

dz 

ic ~ I - ■ - 

X ^2- — .^3 


pent s’exprimer par des fonctions circulaires, comme il etait 
prevu d’apres les formules du n^" 23. En calciilanL cette integrale 
elementaire, on retrouverait ainsi d’line aiiLre nianiere les for- 
mules du n'' 23 (voyez Texercice 1 , p. 62 ). 

Qiiand les deux periodes co et co' sont infinies, on a 00 = ^' 3 = o 
et le polynome sous le radical a une racine triple. L’integrale 
de vient alors 

dz 

qui donne immediatement 


III. — DeUXIEME forme des fonctions ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN F.VCTEURS. CONSEQUENCES. 

38. Decomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxieme forme sous laquelle on pent mettre toute 
fonction elliptique /(u) et qui est analogue a la forme d’une frac- 
tion rationnelle dont le numerateur el le denominateur seraient 
decomposes en facteurs da premier degre. 

Cette nouvelle forme resulte immediatement des theoremes pre- 
cedents appliques a la fonction ' 

Remarquons d’abord qu’une fonction elliptique a necessaire- 
ment un nombre limite de zeros dans un parallelogramme des pe- 
riodes. Car, si elle en avail ime infinite, il existerait a rinterieur 
du parallelogramme aa moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinite de zeros; c’est ce qu’on verrait comme on 
I'a fait ail n° 20 pour les p6les. Mais cela est impossible, car, la 
fonction/(t0 n’ayant a distance finie d’autres singular! tes que des 
poles, ses zeros sont necessairement isoles (n“ 7). 

Cela pose, soit une function elliptique f{u) ayant, dans un pa- 
rallelogramme des periodes, les poles ou infinis simples a\, 
a-i. . au nombre de r et les zeros simples b,, . . . , bs an 


nombre de s. La fonction est une function elliptique icgu 

Here partout ou /(u) n’est ni nul ni infini. Un zero simple de 

un pole simple de residn i, et un pole simple 


est poi 




de f(u) est pour 4 ---- un pole simple de residn — i (n" 3). 

On a done, d’apres la formule de decomposition en elements 


simples, 


{ 55 ) 


fi.u} 


(u — bi) -t- ^(« — b«)-h . . .-H ^(u — bg) 

(j C7 

(u — cti) ~ — (ic — a^) — — ar), 
o' c» 


oil ~ est la fonction v En outre, la somme des residiis de 
latifs a tons les poles devan t etre nulle, on a 


/( ^0 


re- 


s — /• = o. 

r 

Done : Dans un parallelo gramme elementaire le iiombn^ 
des zeros une fonction elliptique est egal au nombre des in- 
finis- Ce nombre se nomme ordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin sur cette definition de I’ordrc. 

D^apres ce theoreme, faisons r dans la formule (5,^) et in- 
tegrons terme a terme, puis passons des logarithmes aux nombi'cs ; 
nous aurons la formule cherchee 

( 56 ) /( u) = 

cr ( ) cr ( -- aa ) . . . o' ( ft — a,; ; ^ 

ou a est une nouvelle constanie. Cette formule met en Evidence 
I les zeros et les infinis de/(?^). 

Si la fonction /(«) a des zeros ou des p61es multiples, la mCme 
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formule s’applique; il suffit de supposer qiie plusieurs des points 
... sont confondus en un seal, ou plusieurs des points 

• • • • 

Dans la demonstration nous avons suppose que les points a^, 
^2, . . . , a,q j 60, . . . , sont situes dans un m6me parallelo- 
gram me. En modifiant con^ enablement les valeurs des con- 
stantes c et a on pent remplacer un ou plusieurs points ou 
par des points liomologues. Par exemple, considerons le point 

= ai-l- aoj, 

homologue de En remplacant dans la formule (22) a\ par 
Cl ^ — 2 cu, on a 

c'( ii — ai) = 0^(14 — a'l -1- 20)) = — 


et, par suite 

/(«0 

avec 


a' ec'a ^ 

— a\) Ci{u — a^) • ‘ 

c' = c — 27 ), a'= — 


39 . Theoreme de Liouville. — Si Von considh'e les zeros et 
les infinis dhme fonction elliptique situes dans un parallelo- 
gramme des periodes. la somme des zeros ne differe de la 
somme des infinis que par des multiples des periodes. 

On demontre immediateinent ce theoreme en ecrivant que la 
fonction f{u) sous la forme ( 56 ) admet les deux periodes 2co 
et 2CL)^ Comme on a 


- an- 2C0) = — __a), 


on voit que le rapport 


f( M H- 2 0)) 

fw 


est egal a 




Ce rapport devant etre I’unite, on a 

(57) 2Cto -H 2rj(ai-l- <22-1-. . .-T- — bi — b-i — . , by) = 2 7^7^^, 

. . 1 A /*( it -H 2(.o') 

Oil n est un entier. Ecrivant de meme que — j— =1, on a 

( Sy) 2C0)' -H 2 r/ (iii -1- -1- . . . — bi — b^ — . . • — bp) = — iniTci. 
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Eliminant c entre ces deux Equations on a, en vertu de la rela- 
tion r.io' — wr/= Y etablirons plus loin, 

ce qui demontre le theoreiue ^ 

La valeur de la constante cest alors donnee par 1 une on 1 autre 
des formuies ( 5 ;) 011(07'). 

Mais on pent simplifier an pen la formula en mettant a prolif 
une remarque faite plus haul. Remplacons le point a\ par le point 
hornologue 

o!^ r= a-i — -2 m W — 2 72 w'. 

La formule donnant f[ii) prendra la forme 

^ O'! 72— j — C2/.) 

Oil Ton a 

( DQ j 72 j 27-2 "T" . . . -I~ 22;. = b\ -+- h-i -+- , . . •+• 1) y. 

Mais alors, en exprimant que f{ii) admet lesperiodes 9 ao ct aco', 
on a, par un calcul analogue a celui que nous venons dc faire, 

2 C CO = 2 N 71 i, 2 G to' = 2 IM 7t 2 , 

M et N designant des entiers. On en conclut 
G(Mco-hNco')=o. 

Le facteur Mco-hNco' ne pent pas etre nul, ear le rapport—; 

^ (0 

est imaginaire et ne peul pas 6lre ^gal a — ^ - Done 

G = o. 

On peut done toujours mettre ime fonction elliptique sous la 
forme 

( 6o ) y ( ^ ^ g;( 22 — bi)a'(u~~b,)...cf(ff.^ h,, ) 

(j{u — a\) J'(22 aaj . . . o ( 72 — a,.) ’ 

avec la condition ( 5 g). On pourrait de meme remplacer craulres 
zeros et infinis par des points homologues : la formule rcslcrait la 

meme pourvu que la somme des zeros cliolsis 6gale celle des in- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. — La formule de decomposition en 
facteurs s’ecrii comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonctlon H de Jacobi est liee a la fonction o' par la relation 

d’ou 


Remplacant alors dii par cette expression dans la formule (6o) et 
tenant compte de 


il vient 


Ct j — 1 “ Ct 2 H— ... — r~ Ct I’. — h \ — H b 2 -f- . • . * 4 “ ^ A* 5 


(61) 


„ , — bi) IKii — b2) • . . n{ u, — br) 

/ ( U) A ; p, — 5 

H{ic~a^)ii{u — a2)»..ii{u — Ur) 


desig-nant une constante. On a done, en definitive, la meme 
formule fondamentale dans les deux systemes de notations. 


41. Deux fonctions elliptiques ayant les memes zeros et les 
memes infinis ne different que par un facteur constant. — Cela 
resulte des formules precedentes on le facteur A seul est arbi- 
traire, une fois les zeros et les infinis donnes. 


452. Ordre d’une fonction elliptique. — On appelle oj'dre d’une 
fonction elliptique le nombre de poles cju’elle possede dans nn 
parallelogramme elementaire, cliacun d’eux etant compte avec 
son degre de multiplicite. Co nombre est aussi egal au nombre des 
zeros sitLies dans un parallelogramme (n° 38) : 

Ainsi pa est du second ordre, u du troisieme. 

La fonction elliptique f{a) etant d’ordre r, la fonction f{u ) — C, 
ou C est une constante quelconque, est aussi d’ordre r, car les 
poles diefi^ u) ct /‘(^/) — C sont evidemment les memes. La fonc- 
tion fUc) — C a done, dans un parallelogramme, r zeros quel que 
soit C. Ainsi Tequation 

f(ic)= G 

a toujours r racines dans un parallelogramme. La valeur mi- 
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inmum qiie pnisse prendre r est 2, car d’apres le theoreme 
du 30 il n^existe pas de foncdoa elliptique du premier ordre, 

Exemple, — La fonction est du second ordre, Dans iin pa- 
rallelogranime des periodes ii existe deux valeurs de u telles que 
p;/ = C. L’une d'elles etanla, Tautre estliomologue du point — a, 
carp£/ est paire. Ces deux racines sont distinctes tant que les 
deux points a et — a ne sont pas homologues, c’est-a-dire tant 
que Ton n'a pas 

a = — a -h 2 to -j- 2 a to', 
a = 7?iaj -r- 71 to', 

et C = p(mw + n to'). 

Si les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valeur de C est 
infioie : effectivement, Tequation pu~co a dans chaque paralle- 
iogramme une racine double. 

Si iin des entiers m on n est impair, ou si tons deux Ic sont, 
G est fini : on irouve ainsi, a cause de la periodicite de p, Lrois 
valeurs differentes de G pour lesquelles Tequation p a — G = o a, 
dans chaque parallelogram me, une racine double. Ces valeurs soul 
les suivantes : 

m impair, n pair, C = j)03. 
m pair, n impair, G = poo'. 
m et n impairs, G = p(to -j- to'). 

La racine double de pu — C = 0 est, dans le premier cas, con- 
grue a to, dans le second a to', dans le troisieme a o> -j- to'. (]os 
trois valeurs annulent la derivee p' u : les valeurs corrcspondaotes 
de C sont les trois racines du poljnome 

comme nous le montrons plus loin (n"" 46 ). 

IV. — Exemples de decomposition en facteurs et en elements simples 
Formule d’addition algebrique pour pa. Consequences. 

43. Decomposer en facteurs la fonction doublement p6riodique 

f{u)z=pu — pPj 

Ob . est une constante. - Dans un parallelogramme des pdriodes 
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pu admet o comme infini double. Done la fonction adinet deux, 
zeros dans un parallelogramme des periodes; on Yoit que ce sont 
les homologues des points u =9 el ic — — ^ puisque p est paire. 
On a done 


— = A- 


f( li v) '^{ll — f) 


A designant line constante. 

Cette constante se determine en multipliant les deux membres 
par et en faisant ensuite tendre u vers zero. li vient 


I = — V. 


La decomposition est done donnee par la formiile 


(62) 


p u — pi^' = — 


<:>( u -T- p') (fi u — p ) 

o'- U . cf- P 


44. Formule d’addition pour tji. — Si Ton prend les derivees 
logarithmiques des deux membres de Tegalite precedente, par rap- 
port a Uj il vient 

(63) — — = ^( -h p)-H — P) — ^tu\ 


puisj en echangeant u 

(64) = $(z^-hp)— — pj— -i^p; 

^ ^ p W — JD p 


enfin, en ajoutant membre a membre les deux egalites prece- 
dentes, 


(65) 


T — p'p 

I pf/. — pp 


^{u -f- v)—'C,u ~ uP, 


formule que Ton obtiendrait egalement en decomposant en ele~ 
ments simples les fonctions elliptiqiies de u qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) pent etre consideree comme 
une formule d'addition pour la fonction : seulement ce n’est 
pas une formule d’addition algebriquCj car -f-r) n’est pas 
une foncllon alg^brique de X^u et 


45. Formule d’addition d© la fonction pu. — Si I’on differentie 
par rapport a u les deux membres de I’egalite precedent©, on 



ti'ouve 


,66) p!i 2 du \, pu—-pv j’ 

test une formule d’addition algebrique pour p». Eu y remplacant, 

apr« la derivation, /u par sa valeur Gp^ u - f ob- 

lieni p(ti — v) en fonction rationnelle depzi, po, p'tt et p'(>. Si, 
ensuite,' on j remplace p'« el p'o par leurs valeurs respectivcs en 

fonctioQ de pz/ et pp 

p' u = \/\p^u-g>pu — gi, p'v = \/!\P^v-gips> — , 

on obtient p(k + (’) en fonction algebrique de pti et pr. 

Autye forme de, la formule d’ addition. On a, on clTcctuanl 

la differentiation (66), 

I p"« I (p'u — ,p'i’),p'u .. 

pu — p(r< + r )- - 2 {pii— 2 >v)- 

permutant u et p on a de m6ine 

I P'v , I (}>'« — , p'Op'v 

p - p( “ 2 ]rir=irp ^ 

Ajoulons membre a membreet remarqnons qae 


d’apres Tequation (Sg), il vienl 


T /p U -J3 (A2 


4\pzz--pp 


-pu-pv, 


qui donne p(zz-f' (^) par une formule ou la symetrle, par rapport 
aux deux lettres u et p, est en evidence. 

En differenliant par rapport a u et remplagant j/za par 

dp'zz— on a de meme une formule d’addilion pour p' (z( -f- o), 

exprimant cette fonction en fonction rationnelle depzz, 1 ^//,, j)i’, 
pV. Une noiivelle differentiation donnera une formule d’addilion 
pour p^'"; etc. 


46. Decomposition de p' u en facteurs. -~,La fonction pUi a, 
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dans im parallelogranime elementaire, un pole triple qui est le 
point u = 0, oil Lin point honiologiie. Cette fonction est done de 
troisieme ordre. Elle a, dans un parallelogramme, trois zeros qiie 
nous aliens determiner. Pour cela, partons des relations 

-i- 2 0J) = 2 0)')= p'?/, 

p'( U-\- 2 b) 2b)') = p'u. 

Faisant dans la premiere de ces formules u = — co, on a 


comme d’a litre part p' est impaire, 

p'((0)=:— p'(— (O), 

Done p'(co) = o. De meme o. 

Enfin, en faisant dans la troisieme formule u = — co — co', on voit 
que p'(to •+ 0)')=: o. Prenons un parallelogramme elementaire 

Fig. 4- 



tres voisin de celui dont les sommets sont o, 210, 2co', 2 w -4-2 to' 
et eontenanto dans son interieur. Alors, dans ee parallelogramme 
traee en traits pleins, la fonction a le pole triple o et trois zeros 
necessairement simples to, to', to + to'. Lasomme des zeros 2 to -f- 2 to' 
ne diOere de la somme des infinis qui est o que par des multiples 
de p^rlodes. 

Rempla^ons le z 4 ro to -l- to' par son homologue — to — to'; alors 
la somme des trois zeros to, to', — to — (o' est egale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 


p' u = k 


a'( Ji — b))(j{ u — (o') (j(u to -H to') 
0 '^ u 


Pour determiner A, on pent multiplier les deux membres par 
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tendre u vers o. Conime dans le voisiiiage de o ou a 

Wu=- - -hfonction reguliere, 

iC^ 

le premier membre Jevient -e; commc i ten<l .ers le se- 

cond membre devieut 

A 3^0) j ( CO -h ) 

et Foil a 

7 / — to) U — Co') + CO -f- CO ) _ 

p llz= — ‘I a'( CO H- cu' ) j u 


Yoici quelques consequences des resuUats precedents. Nous 
avons etabli la relation 


p '2 n =r 4 p 3 II — ^,p a — 

Appelons e,, fio, Cs les racines du polynome — g‘x-, 

alors 


(68) = 4(pi^ — 

Comme u s’annule pour [^=co, a = co-i-oF, = co', les 
quantiles e,, eo, sont egales a pco, p(co -h cV), pw', 

( 69 ) ei = pco, + ^ 3 =pw'- 

II est evident, d’apres la formule (68) qiil donne quc le 

second membre de cette formule esL le carre d’une fonction imi- 
forme : nous verifions plus loin (n® 48 ) qne cbaciine des clille- 
rences pu — e,, — pu — est le carre d’lme fonction 

uniforme. 


47 . Effet de Taddition d^une demi-p6riode ^ Fargument de jwz. 
— Dans la formule d’addition (67) faisons (^=: to, en reniarquanl 
que pw , p^co = 0 et en tenant compte de Fexpression (68) 
de p^-. Nous obtenons 


p(24-{- Co)— ^1 = 


(ei~e2)(ei — ez) 
pic — ei 


De meme, en faisant dans la formule d’addition p = co -4- co' ou 
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(; on trouve 

{e => — ei){e ^ — ^ 3 ) 


p(^U (.0 — r- CO^) — ^2 — 

p(l4-4- O)^) 63 = 


■ -pit eo 

(gg — gj )('g 3 — ^2) 
P il ■— 63 


48 . Expressions de pit — e\, Fonctions c^u ^2? ^3- — Dans la for- 
inule (62) etablie plus haiit 


H- p) — v) 

pU — pQ= ^ 


faisons = w, nous aiirons 


pit — pLO =- 


f ( It -i- (Ji) Cj ( U CO) _ 

o'- it O'- to ^ 


mais, d’apres les proprietes de la function o', on a 

G"(a“f-co) = — e-'0« : f(it — ( jj)y 

comme on le voit en cliangeant dans la premiere des formules (22 ) 
ti en u — 0). On a done 


(70) 

On trouve de meme 


pu — ptso — —i • 


(70)' 


pit — poo' — ■ 


— w') 


Cj'-U.G'-Co' 

Enfin, dans la relation (62) faisons p = w -h to^; il vient 

. ,, G'(tt -h CO ~h to') O'f It — CO — Co') 

P — p(cO -h CL) ) = ^ ; -S 

^ ^ CO -hco’) ’ 

Oil d’apres la formiile (28)5 danslaquelle on change u en u — ca — ca^, 

/ \ ' rs 1-^ (f-(lt — CO 03^ ) 

(71) p U — p(^to -4- co') = j , 

Les trois differences consid^r^es sent done Lien les carres de 
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie une notation 
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speciale pour desigDer ces trois fonctions. II fait 





eVt — u) 

) 

o' to 

H- to' — u) 
-j'(to -H to ) 

o' to' 


Avec ces notations, on a 


, :f \U\- f It 

73) p«-e,= (— ), — 


pu— e;i = 


(t 
<J It 


(G'iitcf^_u:f:iity- 
4 


(:4) 




u j It It -J ;{ / 1 


le signe a prendre en extrayant la racine est — , conime on le voil 
en multipliant les deux membres par et faisant tendrc tt vers 
zero. On retrouve ainsi, aux notations pres, la formulc ctablic 
directement dans le numero precedent pour la decomposition do 
p^u en facleurs. 


49. Toute fonction elliptique f{u) aux p^riodes 2 to et .> to' est une 
fonction rationnelle de pa et p’lt. ~ Nous ^tablirons cc llicorcnu^ 
comme une consequence du iheoreme d’addition et de la formulc 
de decomposition en elements simples 

f{u) = Do-r^l^A Z{u — a) H- Aj p(ji — a) — — a) — . . . 

la somme etanletendue a tons les poles. Tout d’abord la formulc 
d’addition pour pti (n” 4S) montre que p{u - a) est une fonc- 
tion rationnelle de pi< etp';/. En differentiant cette formulc on 
voit que p'(z{ — a) est une fonction rationnelle de pu, p' a el 
p" u] mais, comme 

p"u = 6p2M— il, 

2 
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p'(u — a) est line fonction rationneile de pu et pUi. On volt de 
meme, en difFerentiant de proclie en proche, que p'\ii — a), . . . , 
jpCa~ 2 )(^^ — a) sont des fonctions rationnelles de pu et p^u. Restent 
les termes tels que — a). La formule d^addition pour la fonc- 
tion (n"' 44) danslaquelle on remplace p par — a donne 


Z(u a) = 


•2 pu — pa ’ 


on a de meme — 6), . , . ^ t(u — 1), Si Ton porte ces valeurs 
dans la formule de decomposition en elements simples, on voil 
que, dans la somme 


( 7^ ) A. ^ ) -T- B ^ — b) -r~ Jj ti(u — / ) , 

etendue a tous les poles, le terme en ^u disparait a cause de la 
relation A -f- B -f- . , . -f- L = o et la somme (^5) est une fonction 
rationneile de pu et u. 

Le theoreme est done demontre. 


Remarque. — Comme on a 

p'-^ 16 = 4p^U — 16 — ^-3, 

on peat, dans une expression I'ationnelle en p et p', eliminer toutes 
lespuissances de p' superienres a la premiere en remplacant toutes 
les puissances paires de p' par des poljnomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationneile de p et p' sous la forme 

P(.p) + .p^Qr.p) 

l''l(p)-i-p' Ql(p/ 

ou P, Q, P^, Qi sont des poljmomes entiers en p. 

Miiltipliant et divisant cette expression par P^ (p) — p' Q^ (p) 
et remplagant p^- parsa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationneile de p et p^, e’est-a-dire toute fonction elliptique 
peat se mettre sous la forme 

f { u ) = K(p)h-p'Ri(p), 

R et Ri etant des fonctions rationnelles. 11 en resulte 
/(-^.)=R(p)^P'RKp), 

car p' est impair. 



58 


CHAPITRE II. 

En particulier, si /(m) estune fonction paire, /(— u) doit etre 
egal a/(i/) et R, (p) identiquement nuL Alors 

/(«) = R{p)- 

Si/(«) est impaire, /(— u) doit etre egal a —/{u) et R(j3) 
idenliquement nul. Alors 

f(u) = p' Ri(p). 

Ainsi line fonction elliptiqiie paire esL ime fonction rationnellc 
de pa; et une fonction elliptiqiie impaire est egale a line fonction 
rationnelle de pu multipliee par p^ u. 

Parexemple, p(3z^), . . . , p{nu) {n enlier) s’exprimcnt 

rationnellement en fonction de pii» On a ainsi des formules ana- 
logues a celles de la multiplication des arcs en Trigonometries qii(‘ 
le lecteur etablira sans peine par I’application I'epetee de la for- 
mule d’addition. 

De m^me p' {nu) est egal a p'u miiltiplie par line fonction ra- 
tionnelle de pu. 

SO. Remarque sur I’integration d^une fonction elliptique sup- 
posee mise sous la forme d’une fonction rationnelle de j) et jV. — 
Soit la fonction 

f(u) = 

on, comme precedemment, R et Ri designent des fonction s ra- 
tionnelles de pu. On aura 

f f{u)diL= j* R(pzt)c/ttH- J p’uKi{pii)dLi. 

La deiixieme integrale dii second membre se ram^ne immddia- 
tement a I’integrale d’lme fonction rationnelle, car si Ton fait 
p u=i z elle devient 

J Ri(-)t/3; 

on sail calculer cette integrale. Pour obtenir la premiere integrale 
du second membre, on commencera par decomposer la fonction 
rationnelle R de pw en fractions simples, en considdrant pu 
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comme la variable 


R(p w) = Co-h Cipii C2p-z^ -h. . CvP'-'ZZ 

pu — oc'^ {pu~ rxfi ‘ (pz^__a)^ ‘ pzz — P 

Co, Ci^ . . . , Cy, A, Ai , Ao, . . * , B, . . . , a, [j, ... eLant des con- 
stantes, L’integrale de la partie entiere en pu s’obtient aisement, 
car on sail (n^ 31) exprimer p- fonctions li- 
neaires a coefficients constants de pu et de ses derivees p’u, 
p'^ u, . . . , de sorte qae cette partie entiere s’ecrit 

Go ~t“ C] p zz -H G^p^zz -f- G^p^'^zz h- . . . ^ 

son integrale est iinmediatement 

Gq zz — C 1 ^ zz -{— Co p zz “T“ C^p' ic — }- . - . - 

Les integrales des termes suivants s’obtiennent aussi en decom- 
posant ces termes en elements simples. Pour cela on determine 
d’abord des cons tan tes or, . . . telles que 

pa = a, p^ = P, 

Nous avons donne (n° 44, formule 64) la decomposition en ele- 
ments simples de — — — ; nous ecrirons cette formule 

^ JUZ — p p 


(76) ! — 

j )ZZ — pt^ p P 


•^(zZ-4-p)-+-2^p]. 


On en conclut, en changeant en a, 

dll 


r dll _ I r 
J pii~pa p'a [ 


, o' ( zz — a) 
lo<v f -p 2 


zz^aj - 


■ const. 


G'(zz -h a) 

Differentiant ensiiite la formule (76) par rapport a p et divisant 
par pA', on en tire la formule de decomposition en elements 

simples pour- differentiant cette nouvelle formule par 

rapport a e on en lire de memo la decomposition en elements 

simples de 7 rrj • • • et ainsi de suite. Dans ces formules on 

^ (pzz — ppy 

fera v = a et Ton en deduira immMiatement les integrales 

r du r dll 

J (p«‘ — J (p“ — ’ 
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ol. Entre deux fouctions elliptiques f{u) ©t f\{u) aiJ^x memes 
periodes existe une relation algebrique. — En efiet, si 1 on lait 

X =/(z0> Y =fiiu), 

X el Y sontj d'apres le theoreme du n° 49, des fonctions ration- 

oelles 

(77) X=R(p,p'). Y=Ri(j3,p'), • 

des quantiles pu et u liees par la relation 

(-8) p'" = 4p^ u — ^2P w — 

L’elimination de p et p' entre les relations (77) et (78) donne 
evidemment une relation algebrique entre X et Y 


F(X, Y) = o, 


La courbe (C) dMnie par cette equation est, en general, du 
miei' genre. C’est ainsi qiie si Ton fait 

x^pu, y = p'if, 

on a entre etyh relation 

7'= 

definissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cas 
de degenerescence. Les coordonnees X et Y d’un point do la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnees sc et y 
d’un point de la cubique (c). 

On pent, en genml, indiquer le degre de la relation entre X 
el Y. Si f{u) est d’ordre r et f\{u) d’ordre la relation 
F(X, Y) = o est de degre en X et de degre r en Y. 

En effet, Xetant donne, laformule 

X =f{u) 

donne, pour valeurs dans un parallel ogramme ; a chacunc de 
ces r valeurs, la formule 


^=A(u) 
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fait correspondre une seiile valeur de Y. Done a une valeiir de X 
correspondent r valeurs de Y et Tequalion F(X, Y) = 0 est de 
degre r en Y. On voil de meme qu’elie est de deg-re en X. 

Par exemple pu est dn second ordre, p^ u du troisieme ; aussi 
la relation algebriqiie entre ces deux fonctions est du second 
degre en et dii troisieme en p. 

52. Toute fonction elliptique /(zO^dmet un theoreme d addition 
algebrique. — En effet f{u) est une fonction ralionnelle de pu 
et p' u 

f{u)=z R(pu, p'u). 

De meme 

/(p)=R(pp, p'v). 

Formant ensuite /(u -h p) qui est une fonction rationnelle de 
4- c) et p^(u H- {’), et exprimant p(u -h et p^ {u -f- (^) en 
fonction de pu^ pp, p^ u, p^p par les forniules d’addition, on voit 
que /(«-+-p) est ime fonction rationnelle de pu, pp, p^ u, p^P 

/( U ^ V) = Ri(.pz^, pp, p'u, p'p). 

D’ailleurs 

p'2 u = p^ u — ^,p u — .^>-3, 

p'-(^ = 4P'^ P — ^2P P — O 

L’elimination de pu, pp, p u, p'p entre les cinq equations pre- 
cedentes fournira Line relation algebrique entre f(^u-\- p), 
et/(p). 

La reciproque de ce theoreme est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analjtique uniforme transcendante qui a un 
theoreme d’addilion algebrique est necessairement une fonction 
simplement ou doublement periodique. Nous nous bornons a 
euoncer cette proposition, dont la demonstration nous entrainerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 
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1. Demontrerles formules suivantes que nous empruntons aux For males 
et propositions pour Veniploi des fonctions elliptiques, d apres les Le- 
cons de Weierstrass, redigees par M. Schwarz, traduites par M. Fade. 

Deginirescence . — Quand to'= oo, w etant fini et difFerent dc zero, on a 








2 / 2 


Mi, ^,= ^3=— Mil, 



T. ItT. 

I / 7 : \2 


1 — 

— cot — 

+ 0 

2 riC 0 = - 7 - 

1 :^u 

2 CO 2 (0 

3 \2C0/ 

‘ () 


•Utt) 2to . ur. 

3. V 2(0 ) — sill 


— sin 

TT 2 10 


On le demontrera en rapprochant les formules des 23 et 37. 

Formules addition pour pu et consequences. 


(n p[u-zrv) = pu — =pp- 

” 2 dii \ pit — ^ 




2 d\> \ p a — |) ( 


" *(P (4 — p <’}•■“ 

= p(, + ^ ? ."i ) (P » — .P <’ ) -i- 4 ,P^ — ,^2 ,P <’ — .J ,--, r |- ,|l' U Jl' <• 

■■*(P“ — P<’)" ■ 


n f ^ = ^0^"P‘-’~ i^2)(p «< + (> ) — ^'-3 q= J)' «.))'(. 

a(pii — J)i> 


_ ' rP'" + P'‘'P 


(6) ‘ _ ^(P^P** — lA'OfpKH- pp) — /^..,d= ,i)'». |i'(, 

p ( i( ± p j 2 ( p K p P -H J- ) 2 + a ( p ’ 

(7) — i A’i)(P«+pp)— ^3 

(pw — pp )2 


•- ap u — log(p u — p p) = 


2pP-^|„o.(j,„_p, 


( 8 ) 
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9) 

(pzi — pp)- dudv 


log{pu~pv), 


lO) p(K-{_p)p(zt_p) 


') 


12 ) 

13) 

14) 

15) 


(pupv - 1 - -^<r- 2 )-+ ^3(,P tl- ,pf ) 
(p li — pi’ )■ ’ 


i p'(li±p) = 

(p'f-r- 

I 

p"p 1 

.(p<'--p«‘)'* 

2 

(p^' — P“)‘-J 

] 

r (p'«)- 

T 

P"M 1 

1 - 

jpit—p^f 

2 

(P«— Pt'j-J 


4[p(«)+ p(o+ p(» H- o] = )° = r % 

\pii — pv/ Lp(m-^‘’)— PCi'} J 

-P'(m-(- f) — p'fi>) 


P u — P p 
P“ — pt' 


p(ll-hv)— p(v) 


I pu p u 

I pi> p'v 

I p(ltH-p) — p'(li-+-p) 


, , (P®Jf-t-i,?2)-+ 2.-?-3PJ« * 

p(2ic)= r = pu — - lofirp u, 

^ 4p8u— »,pif — ^3 '* 4 du^ 

Par rinte^ration on deduit de la derniere formule 


o'' (‘2 U) 


06 ) 


' ic 
Ta 


\ p u 

2 5777' 


lini) 




G'(^2Z4) 

f 0^(2 it) = = 2 O' it (s'' it — 3 s'- U S'' U s'"ii -h S'^ ll s'"' it. 


2. Le determinant 


I 


A= t 


r 


pit p'it 

P'^ . 

p iv p' «’ 


ou u, p, w sent trois variables independantes, a pour valeur 

C ( P — (p) s'f (p — it) s'( it — p ) s' f it -+- P -T- m ) 

( s' it s' P S'(P)^ 

Pour le demontrer remarquons que ce determinant, considere comme 
une fonction de it, est unefonction elliptique d’ordre 3 ayantlepole triple 
it = 0 et les points homologues. Cette fonction a manifestement les zeros 
p et (P, car si Ton fait it = p ou u— w deux lignes sont identiques. Le 
troisieme zero de la fonction est done liomologue du point — (p -+- (p), car 
la somme des zeros ne dilFere de la somme des infinis, qui est nulle, que 
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par lies multiples des periodes. On a done 

{u — v) dju — {u + ^ ■ 






G designant une constante independante de u. Pour la determiner on mul- 
tipliera par et Ton fera u-o. Le produit tend alors vers Q.(p P — p (p), 
et le second membre tend vers 


Done 


Ca'va'wG'(i’-i-w) 

pi> p CP 


G = 2 


o' P o' CP o' ( P’ -{- (P ) 


Decomposant alors pp — ptp en facteurs (n° 43) on a la valcur de G ct 
Ton obtient la formule indiquee (i). 


3. Fonctions o',, — Les equations 

0) vp^^ — «i=— ’ 7^’ /p c/i -- ej) = 

defmissent les trois racines carrees en fonctions uniformes do u. Si I’on 
donne successivement a la variable u les valeurs 


iOi=co, 0)2 = to -f- co' = co", 0)3 = 0)^, 
on obtient les equations 




d-2(.o e'O"^ d to' 

o to d 0 ) d 0 )" ^ 
dito" e'^i^’dto' 

d 00 " d to d to" ^ 

di(o' _ e-'Ow'o^to" 

do)' dtodto' ’ 


( ei = 


/ei— ej: 


u 3 to 
o' to 


do) doj' ^ 


' ^2 — ^3 : 


o';} 0)" _ 
to" ~ 


^>rjVo" 3* 
d to d (o" 


/ 


^3 — ^2 = 


0^2 to' 
o' to' 


dn"<>'>'d(0 
d (.o' d to" ^ 


par lesquelles sont determinees sans ambiguite les valeurs des six racines 

carrees. Dans I’hypoth^se que le coefficient de i dans - cst positif, on a, 
entre ces radicaux, les relations ^ 


( 3 ) 


— 62 = — f /fio — ^3 5 

v/^3-~ = — ^V^i — ea, 

^^2 — ei=z — — e^. 


(^) Voyezj pour des formules de 


ce genre, Hermite, Journal de Crelle, t. 84. 
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Relations entre les carres des fonctions 3^1, — Les reialior 

j--) 

a 

,p;; — e>, = — (a = i,o, :!) 

^ " n 


donnent, par Feiimination de les formules 




3^1 U 3*3 U Cz j 3^- a = o. 

3.7 u — 3f // — ei ):f- a — o, 

3 'f If — ztlii — e-i ) 32 = o 5 

■ e.i ) 3^3 if -r- ( e- — (^*1 — <? 2 ) ^3 ~ 


(0 


Dijfereiitiations des quotients de fonctions 3 '. — L’equaiion 

3 >. 3 ',j. 3 v II 


p u ~ — 2 - 


s it 3 // 3 


domic pour les fonction? 

( 2 ) - 
les equations diilerentielles suivante.^ 


31/ 

7ytf ' 


U. ^>, // 

V // 3 // 


( .) 


du 



d 3// 

3;;, (( 

3«; // 






du 3>. u 

~ 3>.// 

3/.// 






3> // 

O' fi 

r/ 


// 


. // 

(■ 3v // 


Z'^jif ’ 

du 


u ~ 


// 

es de decompositions en 

elements simples. 



r 


- till „ 

3 ' // 


d 

1 n < r ^ 

// 

2 

P^' — 0 . 

zliu 

3// 


du 

1 0 e • 

// 

I 

\p'// 

frj, if 

_ 3^ 


d 

In..- " '"• 

u 

^ (J'« — 

) //. C'v ) 


3v /f 


du 


ft 

{ n — 

C\j ) 

- t tl. 

u 


- ? n o- 



J) //. — e\ 

c'X = 

du 3}. 

It cl a - 


3; //. 



4. Soil <p(z/) unc fonction clliptique du second ordre au\ [)criodes 21 
el 2 co'. Si cette fonction admet, dans un paralleJogramme des periodes, u 


seul pole double u~a avee la partie principalc 



©'(//) admel dans un parallelograniinc les trois zeros a = a h- co, 
rTT a ~{“ n) — i — CO e t Ion a 


sa derive 


^ =r H- to 


A /<r/cp 

4 \dii 




A. ET L. 


kxergices sur le ghapitre u. 

Ces theoremes se demontrent soil en exprimant o{u) a I’aide de 


soil en remarquant que 

o{2a — u) = 'f ( 

(fou, en clifierentiant, 

o (‘la — ) = — 9 ( ) j 


relation qui montre que o’{ii) s'annule pour u = ct, tt - P, « - T> car die 

donne, par exemple, 9'(2c) = — ?'(«)• _ / i , 

Si ofzzja, dans un parallelogranime, deux poles simples atl b clc residus 
el — A. '^'(zz) admet dans un parallelogramme quatrc zeros 


et Ton a 


a -h b 
a -^b , 

If. h w , 


b 

u.y == -t- (I) , 

" ‘i 

Cl -4- b I 

ii, z= h to -i- O) , 

2 


\2( ^j’= [?('“)— '^(KljJI'fC'O — ?("2)] 

X [ 9 ( (t ) — =( ttj )1 ■ 


On Ic demonlrera en etablissanl la relation 

4- Zz — zz ) = cp ( u ) 

et, par dilferentiation, 

o\cc -h Z> — zz) = — 

Demontrer que Ton a, quels que soient les arguments zz, Z>, o, r/, la 
relation 

j'f rt -i- Z») a'(a — Z)) a'(c H- cl):i{c — cl) 

— a'(Vz -- c) ~ c) z‘{b cl) (j(b — cl) 

4- 'f Cl 4” cl) { Cl — cl ) 3^ ( Z> 4“ c) Cj (^b — c ) , 

designee quelquefois sous le nom di' equation a trois ternies. — Elle re- 
sulte de i’identite 

( A-B)(C~-D)-(A--G}(B — D)4-(A- D)(B — G)=o, 
ou Ton fait 

A = pa, B = p6, C=pc, D=pc/ 
et de la formule 


p zz — pp = 


cr'(zz 4- <0 3'(zz — p) 


6. Demontrer qu’il existe une relation lineaire et Iiomogene entre les 
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cT'f 1/ -i- a) :f{ if — a), — :f(ic-hc):f( u — c). 

La fonction 

— d ) -h 0 z'iu -i~ e ) J'( If — c) 

It a) ':f{a — a) 

est une fonction doublement pcriodique ayant deux poles dans un paralle- 
logramnie des periodes; on pent determiner le rapport des constantes P 
et Q de facon quc le numerateur s’annule pour zt = P et Q ctant ainsi 
determines, la fonction se reduit a une constante. 

On retrouve ainsi la relation precedente. 



CHAPITRE III. 

ETUDE DES VALEURS RfiELLES DE pu LORSQUE co EST 
ET PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 


al. Dans la theorie generale qiie nous venons crexposcr, les 
pmodes sw et sont des coiistantes imaginaircs qnelcooqucs, 
assujetties ala seule condition qiie lenr rapport soil iinaginairc. 
Un cas particiiHer des plus importants, qui se presente freqiieiii- 
ment dans les applications^ est le cas oii I’une des perlodos ‘aco 
est reelle et I’autre aw' purement imaginaire, c’est-a-dire egalc an 
produit de i par un nombre reel. Comme on ])cut loujours 
changer le signe des periodes, on pent prendre 2 co positif, alors 0. (o' 

ctant suppose purement imaginaire, sera positif aiissi, car 

nous avons fait la convention que, dans le rapport le cocfficicnl 
de i est positif. 

C’est ce cas que nous allons examiner en detail, pour fair(‘ 
ensiiite quelques applications geomelriques et mecaniqucs. Pour 
que ce cas se presente, il faut et il suffit que les racincs Ci, c’o, 
soient reelles. 


L — VaLEURS reelles de pzc QUAXD (0 ET 


(o' 

/ 


SONT REELS ET DO.SITf FS. 


Les invariants ^2 et ^3 sont alors reels. — Si Ton suppo.sc 
et ^ reels et posilifs, les invariants 


(o 


?-2=22.3.5y 

Jmi (C ‘ 


^'•3 = 2^ . 5 . 7 'V — , 

Jad U’*' 


W = 2 7?1 0 ) - 


sont reels. En efiet, a toute valeur imaginaire dc iv correspond 
pour (P line valeur imaginaire conjuguee, puisqu’en changeant le 
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signe de ii on change ie signe du coeflicieiit de i, Dans chaciine 
des series precedentes, ies termes qui correspondent a deux valeurs 
iinaginaires conjugiiees de (p ont une soinme reelle : on en concIiU 
que o'o et sont reels. 

53 . Valeurs reelles de rargument. — En raisonnant de meme 
pour chacune des series 


u- — w )'- (v-J jLdf^a — w y 


od Ton suppose u reel, on reconnait que p et p u sont reelles 
quand I’argiiment zi est reel. 

Les valeurs de u qni rendent la derivee niille ou infinie sont de 
la forme 

nil CO -4- 71 1 (j/, 


772 1 el 72 1 etant des nombres en tiers. 

I"' Lorsque ii croit de o a co par valeurs reelles, p' ii varie d’nne 
maniere continue et ne change pas de signe; pour u positif et tres 
petit p' ii est tres grande, en valeur absolue, et negative puisque sa 
valeur principale est 

pour u = p^ It s’annule. 

Done, quand it croit de o a co, la derivee est constamment ne- 
gative, et elle passe par toute valeur negative; la fonction pit 
decroit constamment depuis +oojusqii’a pco=:Ci. Cette valeur 
est reelle. 

L’eq nation 

p'2 a =: ^^ 2 p u — 

montre alors que it croissant de o a co, c’est-a-dlre p?/. decroissant 
de CO a Ci , le polynome 4 — © 3 s’annule que pour 

(t =z CO e’esL-a-dire pour p it =ei, Le polynome 4 ^'* — — g;i 

n’a done pas de racine reelle superieure a e, : la plus grande 
racine de ce poljnome est la valeur que prend p^^, quand u egale 
la demi-periode reelle. 

L ’argument u variant toujours de o a co, p^i^ est negatif, et Ton a, 



oil, en posant x=^pii^ 


\/ \x^ — g%cc — 

Gomnie x decroit de cc' a qiiand ii croit de o u co, on a, on 
integrant par rapport a tf de o a w et par rapport a x de co a e, , 
par valeurs reelles, 

_ r 

2 "* Siipposons maintenant qiie a est rdel mais n’esl plus coinpris 
entre o el o). Les egalites 

p (~i0 = p p' (— ^0 = “ . 1 '^' 


montrent d’abord que, quand varie enLre — to ct o, p u esl retd 
et plus grande que gj, p^ u est positive et prend touLcs les valeurs 
positives. 

On peut toujours ramener an argument reel a elre coinpris 
entre — to et to, en retrancliant de cet argument un multi [)le do la 
periode 2 to; les resultats precedents s’enoncent ainsi : 

Quand argument a est reel La fonction pu et su dei'h'ce p u 
sont reelles. La valeiir de pu est plus grande que et le sig/ie 
de p'u est celui de (— sc Von a 

mto < < (77H- i)co, 

m etant un nonibre entier. 


34. Argument purement imaginaire. — Quand rargument u esl. 
purement iinaginaire, la fonction pw est reelle et p’ u parenienl 
imaginaire. C’est ce qu’on voit immediatement en se reportanl 
aux series. En effet, si Ton fait u =:iV, en supposant v reel, la 
serie pu donne 


p(lV|o), U)') =— 1 

V- 

__ I 

r- 



I 

(iV -H W)2 



I 

(v -H w)2 
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Dans cette derniere serie w = 2 772 /<d + co^; elle definit 
done, ail signe pres, la fonction J 3 (u) construite avec les periodes 
et 2to, ou avec les periodes — 2co' eL 2co, car on pent changer 
ie signe d’une des periodes. On a done 

p(?V|cO, 0 )')= — p^P y, £Co). 

La fonction p(2V|co, to'), oii Fargument est piirement imagi- 
naire, est ainsi ramenee a une autre fonction p a argument reel v, 

construite avec les periodes y et fto dont la premiere est encore 

reelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de i 
positif. Done, quand u est purement imaginaire, est reelle. 

Cette formiile (2) est un cas particulier des formules d’homoge- 
neite etablies an n® 36 : on Fobtiendrait en prenant pi = i. 

Les noLiveaux invariants relatifs aux nouvelles periodes y et 2co 

se deduisent des expressions (i) en y remplacant iv par ils sont 
done egaiix a go et a — ^-3. On pent done ecrire aussi 

^2, ^^3) = — p(^’; ^2, — 

Si Fon prend les derivees par rapport a p dans les relations (2) 
et ( 3 ) on a 

p'(lP|tO, 0 /)= ip'(^P y, iwj, 

^ 2 , ^3)= ip'(^; <^ 2 , —.^"3). 

Done, quand u est purement imaginaire, p^u) est purement 
imaginaire. 

La fonction jj/ = j 3 y:, co'j=p(i’- g,,^ — g.^) verifie Fequation 

(^) ^ ss; 

le polynome en qiii est dans le second membre admetpour ra- 
cines — Oi, — eo, — 63. D’apres ce que nous avons vu dans le 
num^ro precedent, quand p varie par valeurs reelles de 0 a la 

demi-periode r 6 elle y? lanouvelle fonction p(p) d^croit constam- 

inent par valeurs reelles de 00 a qui est la plus grande 
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mcine du poknome 


3. L’on a de plus 


i n 




df 






[iinaires 


Done, quand u = iv varie par valeurs pnrement imagii 

deoao/, lafonctionj:=p(zi]w, w'), quiest ( 5 gale a— T’ ^’"0’ 

crott conslamment par valeurs reelles de — co a p(w'|co, (o'), 
c'esl-a-dire de — co a la plus pelite racine e-i clu poijnomc 

D\me facon generale, en appliquant a la fonction p ? («)^ ('t 

a sa derivee ce que nous avons vii dans le nuinero precedent, pour 
un argument reel, on a le resultat siiivant : 

Quand i' argument u est purement imaginaire^ la fonc- 
tion pii est reelle etp' u est purement imo ginaire , La valear dc 

la fonction pu est negative et toujours infer ieiire d p'(^0 
a le signe de (— si Von a 


CO U , CO 

/n ~ < -r < ( +• I ) — 7 

L I I 


m etant iin nombre entier. 


00 . Racines eo, e^. — Parmi les racines du polynomc 
g.yx — ^3 la plus grande et la plus petite sont done 

= J3((0!a3, co'), e 3 = p(co'(co, co'). 

Ces deux racines etant reelles et les invariants g^ et ^>*3 etant 
reels, la troisieme racine est reelle aussi : elle est comprise ciitrc 
les deux precedentes et a pour valeurs 

^2 — P ( w CO^ I CO , co*^ ). 

AiDsi, en designant, comme nous I’avons fait, par e,, e^, e, les 
racines qui correspondent aux demi-p^riodes co, (o + to', to', on a 

^i> e2> 63. 

56. Autres valeurs de n rendaat pu reelle. - Nous trouverons 
d autres valeurs de Pargument faisant prendre a la fonction des 
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valeurs reelles eii considerant les developpements de j3({£ + o/) 
cl de 4- co). 


Argument h- to', u etant reel. — D’apres la definition 
ineine de p on a 


p ( U -T~ 0/ ) — _p to' = 


{ ll -- JJLCO — Vto ' j- ( 

o, dr 2 , dr 4, 

1 j d_ b j 5 j .... 


i 

;jLco H- vto' /- J 


Lorsque u est reel, si Ton change v en — v dans un ternie ima- 
ginaire de la serie, on obtient un autre terme imaginaire conjuguc 
du precedent et la somme de ces deux termes est reelle. Done 
p(^^-}-to') est reel quand ii est reel. On voit, de nieme, que la 
derivee 

p' ( l(. -p to') ~ 2 

est reelle. 

Quand u croit par valeurs reelles de o a 0.), 4- 03' varie de to' 

a to 4” w' el p'{n 4- ne devient ni mil, ni infini, sauf pour les 
valeurs extremes qui annulent toutes deux p'(z^4-to'). Ainsi 
P^Q^4 -.co') garde un signe constant : p(z^4-to') varie toujours 
dans le meme sens. Or, la valeur de cette fonction pour u = o 
est(?;}; pour z^ = to, elle est Done p(t^4“U)') croit constam- 

ment de a 

D'apres cela, le signe constant de la derivee est le signe 4-. 
Comme cette derivee part de zero pour revenir a zero et reste finie 
clle a un maximum. 


y ! ^ 

{a — p.to — vto 


riinsi, quand u croit de o d to, p(«4-to') est reel et croU 
de t?3 d ^2,* la derivee p' est reelle^ positive et inferieure 
d an certain maximum. 


On en conclul une seconde expression de la periode reelle !2to. 
En effet, en faisant 

p(z^ H- to') = X, 

on a 

, dx 


el quand a varie de o a to, x varie de e^ a par valeurs reelles; 
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on a done, en 
a X de e-i a 


integTant par rapport a de o a co, ct par rapport 


w 



dw 

s/ — g'A 


2 '‘ Argument — t etant reel. — Considcrons cnOa lui 
jirgunient de la forme — to + it, ^ etant reel. Dans la formiile 


p(iVlto, w')= — 


taisons w " — to + 


f(— “ 


//|co, to') = — p 


1^/ -h 0) i 


b)' 

i 



la fonclion qui est dans Je second niembre rentre, a un ehange- 
mentde notation pres, dans le cas precedent. 

Quand t varie de o a ^ cette fonctioii varic constainnient dans 

le meme sens : il en est deinemede la fonclion j)( — (t)-h^7|(i), to^); 
or, cette fonction part de e\ pour arriver a 5 ellc dtun'oil doru*. 
constamment. Sa derivee prise par rapport a /, / to -f. it | to, ti/) 
est negative el, comme elle part de zero pour arriver a zero, cll(‘ 
reste superieure a im certain minimum. 

A insi, quand t varie de o d j , p ( — oj + it) decroU dr c , a I 

i p\~Lo-i-it) est negative et reste supe/deure d tin cei'Utin 
minimum. 


Comme 

p ( to -I- i/ I to, to' ) = J) ( — to -h (/ I (0, (o'), 

le meme resultat s’applique aux fonctions 

p(o)-hit) et /p'(co~hd). 

Remarque. — Nous venons de trouver des valours de it pour 
lesquelles la valeur de la fonction pu esl rtielle cl nous avons dejii 

reconnu que, dans le cas actuel ou les quantiles to clj sonl 

reelles, la fonction pu pent prendre une valeur rdcllc ([uclconquc. 
Les autres valeurs de rargument, pour lesquelles la fonclion 
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prend des valeurs reelles, peuvent se dedaire des precedenLes, en 
remarquant que Tequation 


entraine (n° 43) 


p a — ,p = t> 


H des multiples pres des periodes. 


o7. Resume. — Considerons le rectangle de sommets coj 
to -1- to', co^ Quand I’argument u decrit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, w, to', o, la fonction pu est reelle et 

diminue constamment de -f- cc a — co: 

I® Quand u va de o au sommet co, pu est reelle et decroit de >x 
a Ci ; p' ii est negative. 

2 ® Quand u va de co a o/, pu decroit de a Co, p' u est pure- 
ment imaginaire positive. 

3^ La variable u allant de co -h co' a co', pu decroit de a e.-j, 
p^u est reelle et positive. 

4'" Enfin u revenant de co' a o, pu decroit de a — x; p' u est 
purement imaginaire negative. 

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 


II. — fixUDE DE LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES EQUATIONS X = pit, y = p'u. 

LEMNISCATE. 


58. Gas gtoeral. — Considerons la cubique ayant pour equation 

OLi g '2 et designent des constantes donnees quelconques. On 
demontre, en Geometric analjtique, que Ton peut, par une pro- 
jection centrale on perspective, ramener Tequation de toute 
coiirbe du troisierae ordre a cette forme. 

Construisons Jafonction 5 * 2 ? ^’ 3 )?* nous pourrons exprimer 

les coordonnees d’un point de la coiirbe ( 1 ) en fonction d’un 
parametre c/, en posant 

( 2 ) .T = pit, y = p'u. 

A. cliaqiie valeiir de a repond alors im point de la courbe, car 
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les lonctions p el p' soul uniformes ; ce poinl rcste Ic memo 
quand on ajoute a u des multiples des penodes el aoj . Kcci- 
proquemenl, a chaque poinl {x, y) de la courbe rcpond, dans on 
parallelogramme des periodes, une seule valeur dc u. Eu cllot, .r 
fHant donne seal, requatioii 

donoe, pour deux valeurs U\ et — (t\ et loatcs Ics valours 
homologues : comme la fonctloii p' it esl iiupaire, a cos deux 
sjstemes de valeurs de correspondent deux valeurs de 7 <‘i>al(^s 
et de signes contraires; ce sont les deux valeurs cjuc 1 on lire rail d(‘ 
Tequation (i). Si Ton fait choix d’une de ces valeurs dc il lui 
correspond done une seule valeur de U\ par cxemjdc, el les Vii- 
leurs homologues. La proposition est etablic. 

On a ainsi une representation parametriqiie parlaitc d(i la 
courbe. 

o 9 . Condition pour que trois points soient en ligne droite. - 
Soient M^, Mo, M3 les trois points oii une droite quelcouquc 

y — (( X — b zrz 0 

coupe la courbe. Les valeurs lu-t ih, situees dans uu parallclo- 
gramme elementaire et correspondant a cos trois points, soul ra- 
cines de I’equation 

])' U — ap IL — b rr: (). 

Le premier membre de cette equation cst unc fo notion cdlip- 
tique d’ordre 3 : elle a, dans im parallelogramme elementaire, 
trois zeros zzo? it^ et un infini triple homologue du point 
z/ = o; d’apres le tbeoreme de Liouville, on a done 

( ^ ) II U-^ ~ fi 0)' , 

n et n' etant des entiers, 

Cette condition qul est necessah'e pour que les trois poinls 
correspondant a zzg, soient en ligne droite, est sii//isa/ile. 
Ell elfet, soient M2, M3 les trois points correspondant au\ 

trois valeurs u^. Joignons les deux premiers par une 

droite et appelons Mg le point ou cette droite coupe la cubiqiie 
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el u.^ le paramelre correspondant. Les trois points M,, M:>, MJ. 
etanl en ligne droile, on a 

u I -+- 11-2 -i- = u m oj 4 - 2 /)i (.o'. 

m el m' en tiers. En comparant a la relation (3) supposee verifiee. 
on voit que u'.^ ne differe de quepar des multiples des periodes; 
done M 3 coincide avec et les trois points consideres sont en 
ligne droite. 

CO. Formule d’addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d’addition de pu. Si Ton appelle u et r les parametres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond a la valeur — du paramelre. 

D’apres cela, les abscisses des trois points d’ intersection de la 
cu]3ique avec une droite peuvent etre representees par 

pv, pu, p(u-pv); 

(3 1 les ordonnees par 

j)'v\ 

L'equation aux x des points d’intersection esl 

I" ( ,r ) r--- 4 — S'-i — [ax b)~~ o . 


On voit d’abord que la somme des racines est — ce qui donne 
la relation 


j) u -H p r ~h j)( u -p V) = 


a- 



a laquelle il faut joindrq Tune des suivantes 

__ p' u — j/ r __ — ,].)'( u -{-(’) — p' — p' ( u -p r) — ,]/ u 
pu~pi' ~ p(u.p-r) — j)r ~~ - pu 

oblenues en determinant le coefficient angulaire de la droite au 
mo yen des coordonnees de deux de ses points. 

En eliminant a on trouve le iheoreme d’addition 


, , 1 /p a — P 

p u 4- pe 4- p(u ~P f’) = — . 

4 \pu — pp / 

On pent deduire de la meme equation F(^) = o une autre 
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formiile d’addiLion donnantune expression da produit 
qiii est ires souvent utile. Posons 

Ti=pQ, Xi=pil, = p(ll-^ i’)] 

nous aurons I’identite 

4 ( ) ( .r — .?-‘o ) ( .r — .r,-, > 

Prenons les derivees des deux membres puis faisons x = 
nous troiiverons 

— 2a{aa^i-i-b) = 4 (•^ 2 — ), 

oil, en introduisant les valeurs de lafonction p et se rappclanl epic 

p'//. — ])'(' 

a — 

P i^ — P^ 

En pariiculier, si a = o, on a I’egaHle 

p'V = (j', — r,)(>3— .r,), 

qui donne line interpretation geoinetrique tie la seconclc derivee »" i’ 
et permet de troiiver son signe quand elle est reelle. 

-Iddicion d une demi-periode. — Ces considerations donnent 
line signification geometriqne simple aux formules d’addilion 
d’une demi-periode etablies dans le n“ 47. On les oblient en con- 
pant la courbe par une secante passant par un dos points ou die 
rencontre I’axe Ox. Ces points A,, A,, Aj ont pom- coordonndes 
jr = o avec 

x = eu .T=e.y, xz=c-,i. 

lls correspondent aux valeurs to, w -f- to', to' de rargumcnl u. 
bi done on coupe par une sdcante joignant le point 

=0 , a; = e, ) 

correspondant a la valeur to du paramdre a un point M' dc la 
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courbe correspondant a la valeur u du parametre, cette secanle 
coupe la courbe en un troisieiue point ]\F correspondant a une 
valeur u" telle que 

CO -h u -h li ~ '2 n oj -T- ‘2 n'oj', 

et, en n^gligeant des multiples de periodes, on pent prendre 
— (u 4 - co). Ainsi les abscisses des points i\r et IVF sont 

y=pif, = p(u -h CO ). 

D’autre part, en coupantla courbe 

4(J^ — ~ ^s) 

par une secante issue du point A| 

J' = — ei), 

on a, pour determiner les abscisses et I’eqiiation 

) = 4 (.r — 

SI dans cette equation on considere .r — c, comme Finconnue, 
le produit des racines (.r — — e,) a pour valeur 

( 2 /— ei )( :r"— ei ) = (ci — e.i)[ ei-— 

On a done, d’apres les valeurs de et x” , 

[p u^ex][p{u-^(ji) — ^i] = (ei— 6o)(>i — 63), 

ce qui est une des formules etablies dans le n°-47. On obtiendrait 
de meme les deux autres en coupant par une secante passant par 
Fun des points A 2 ou A 3 . 


61. Tangentes menees d’un point de la courbe. Menons ]a 
tangente a la courbe au point dont le parametre est cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit ^ le parametre 
de ce point. On a, d’apres la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 


On en deduit 


p -H 2 a = 2 a CO -i- 2 a' co' . 


P ‘ 2 CO -h 2 /i' 0/ 
It — -- -T— 


2 


2 
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formiile d’addilion donnantune expression dii produit 
(pz^ — — 

(pii est Ires soiivent utile. Posons 

.'ri = pp, xo — pu, ,r 3 = p(zz-i- p); 

noos anrons I’identite 

4 .2.-3 __ o-, .7. _ ^3 _ ( )2 ^ 4 ( ^ J ) ( ^7,. __ ,7., ) ( .r — .r,., y 

Prenons les derivees des deux membres puis faisons .r = ,r,, 
nous trouverons 

— 2 a(axi-^b) = — 0^1), 

ouj en introduisant les valeiu's de lafbnction j) et se rappclanl qiie 
p"r=:r)jy:-’r-~i o-,, 

. 7 ^ f p It ~ p P ) [ j) ( zt - 1 - r ) — p V J = j )" (> — a j )' r, 

p’a —p'v 
a — 

pZZ — J)P 

Ell particulier, si a = o, on a T^galilo 

qui donne une interpretation geoin^trique tick sccondc dtirivcc //'r 
et permet de trouver son signe quand ellc est reellc. 

^icldiUoii cV Line demi-pei'iode. — Ces considerations donncnt 
une signification geometriqiie simple aux formulcs d’addilion 
d’une demi-periode etablies dans le n" 47. On les obticnt cn con- 
pant la conrbe par une s^cante passant par un des points oti (die 
rencontre I’axe Ox. Ces points A,, Ao, A, ont pour coordonnccs 
J = 0 avec 

X ~ 6\j X — X = z?;{. 

Hs correspondent aux valeurs to, o) + to', ta' dc I’argumcnt tt. 
bi done on coupe par une s^canle joignant le point 

Ai(7=o , .r = e,) 

coriespondant a la valeur w du parametre a un point M' dc la 
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courbe correspondant a la valeiir u du paramcHre, cette secante 
coupe la courbe en iin troisicme point RF cori’espondant a une 
valeur u'' telle que 

(Ji U -r~ u" — '2 n OJ -f- 2 ?l' Oi', 

et, en negligeant des multiples de periodes, on pent prendre 
u’^=:z — -I- to). Ainsi les abscisses des points W et M" sont 

y — p u, y — ( u OJ ). 

D’autre part, en coupantla courbe 

_ ei)(.r — e.2){x — e^) 

par une secante issue du point A| 

y ~ — 

on a, pour determiner les abscisses x' et x" ^ I’equation 
ni-( X — e, ) = 4 {x — e 2 ){x — e.-}). 

Si dans cette equation on considered — conime rinconnne, 
le produit des racines (x — — c, ) a pour valeur 

{x'— ei )ix"~- ; = (ej— es). 

On a done, d’apres les valeurs de et d", 

[p ii — ei][p(ic~ho>)~ei]- (ei — e2)(ei — e-i), 

ce qui est une des formules etablies dans le n°47. On obtiendrait 
de meme les deux aiitres en coupant par une secante passant par 
Tun des points A 2 ou A 3 . 

61. Tangentes menees d’un point de la courbe. — Menons la 
tangente a la courbe au point dont le parametre est cette tan- 
gen te rencontre encore la courbe en un point; soit le parametre 
de ce point. On a, d’apres la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 

V -f- 2 u = 2 noi -f- 2 nUo'. 

On en deduit 
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Dans cetle formule, on pent donner a et ii! toiUes ies valeurs 
eiiiii'res; mais deux valeurs de u qui different par des multiples 
de 2td et 2co' donnent le meme point de la courbe ; il siiffit done 
(ie donner a n et n’ les valeurs o et i associees de toules les ma- 
il ieres possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u 

V r 

1 — ~ -r- to , -f- 0) , -r- to -+~ to . 

\l •> 2 o. 

Done, par un point pris sur la courbe, on pent (ui inener, cn 
general, quatre tangentes distinctes de la tangentc au point con- 
si dere. 

Points crinflexioiu — Comme autre application, cbcrclions 
les points d'inflexion. Si est le parametre dbin point d’inflexion, 
la langente d'inflexion coupe la courbe en trois jminls con- 
fondus avec celui-la; il faiidra done faire dans (i), a des nuil- 
(iples pres des periodes, 

= U.^ = — u ; 

d'oii 

_ 'Xll to -f- 

I 

Dans cette formule, on peul donner a n ct n Louies les valeurs 
enlieres; mais deux valeurs de u qui diderent par des inulliples 
de 2w el 2w' donnent le m^me point d’inllexion. II siilfii done d(' 
donner kn et /i' les valeurs o, i el 2 associees de loutes les ma- 
nieres possibles. On trouve ainsi /zetz/points d’iuficxion cloiU les 
paramelres sont donnes par le Tableau suivant, ou (bisigne 

la valeurde « correspondant a un cboix determine des cniie.ts n 
et /?' : 


WlbO = 

0. 

2 to 


4 to' 

j 

^0.0 = 

2 to 

0 

2 CO 4- 2 to' 

3 , 


2 fO - 1 f,/ 

3 


4to 

TT"? 

a 

4 W 4- 2 to' 

^2,2 = 

4 to 4- if'/ 


Ces points sont trois a trois en ligne droite; la droitc, qui join, 
deux quelconques d’entre eux, passe par nn troisiemc; on a, par 



exemple, 

l ( 0,0 ^^ 1,1 ^^ 2,2 “ 2 ^ ^'-^ • 

Le premier point z/o,o est rejete a Finfini dans la direction 
de 

6!^. Condition pour que 3/i points de la cubique soient sur une 
courbe d’ordre n. — Gherchons d’abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si Fon coupe la cubique par une conique 

\ .r- -f- '2 B .rj' -f- Cy - -h 2 D^r H- •> Ey h- P — o, 

Inequation qui determine les parametres des points d’inlerseclion 
s’obtiendra en remplacanl ^ el y par pu et par p'?/. Le premier 
membre de cette equation est une fonction doublement periodiqne 
qui, dans un parallelogramme elementaire comprenant Forigine, 
admet zeu'o comme pole d’ordre 6 et n’admet pas d’autre pole; 
Fequation admet done six I'acines (n‘’^ 38et39) et la somme de ces 
racines est nulle, a des multiples pres des periodes. 

Ainsi la condition necessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les parametres de ces six points ve- 
rifienl Fegalite 

il 1 -I- /(o -r- -f- (f V -f- /Cj -T- (in= n (0 -h 2 // ' (o'. 

La condition est suriisante car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en un 
slxiemc point dont le parametre doit etre congruent a Uq. 

On obtiendrait, de meme, la condition pour que 3/? points de 
la cubique soient sur une courbe d’ordre ii. Cette condition est 

((l -i- U i - 1 - . • . -r- If in — a. 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnee en 
ncLif points qui doivent etre assujettis a une condition, puisque, 
par neuf points donnes, il ne passe, en general, qiFune seule 
cubique. Le tlieorcme precedent exprime cette condition de la 
(aeon la plus simple. 

Ce theorcmie a de tres nombreuses applications geonietriqnes, 
nous en donnerons seulement quelqiies exemples. 

A. ET r.. 


G 
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Applications. — Lorsque six des neufs points d inlerseclion 
dc deux cubiques appartiennent a une m^me contquc les trois 

aiitres points sont en ligne droite. 

En effet, soient U\^ ih. • • •, ih les parametres des neiif poinlb 
suivant lesquels la cubique donnee est coiipec par une autre 
eiibique, on a la condition 

U\-T' . . ‘-H Wg‘+’* • ^ 

oii, comme dans tout ce qui suit, lesigne = indiqiic quo rcgalild a 
lieu a des multiples de periodes pres. Supposons quo les six 
premiers points appartiennent a une meine coniqiie, on aura cette 
autre condition 

Ui~h ^ > 

ill Ton dediiit de ces deux conditions regall le 


U-: -h Ui ^ o, 

qui exprime bien queles trois derniers points sont cn ligne droil(‘. 
Le theorem e est done demontre. 

2 ^ Si I’on considere une conique variable passant par quatn' 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d’intersection mobiles passe par un point fixe de la cul)i(|ue. 

Soient zz.,, Uq les parametres des six points d’in- 

tersection, les quatre premiers se rapportant aiix points fixes. 
Posons 

Ui-h U3-J- W4= r ; 

V est line constante. La relation qui exprime qiie les six ])oinls 
consideres de la cubique sont sur une conique devient 

P “4“ -h Zi(j " o J 

elle exprime que les points dont les parametres sont zz--,, zz^ ct 
sont en ligne droite. Comme e est le parametre d’ an point fixe, la 
proposition se trouve demontr^e. 

Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives 
a des courbes de contact, e’est-a-dire a des courbes qui ont avee la 
cubique plusieurs points d’intersection confondus. 

3® Considerons d’abord des coniques trois fois tangentes a la 
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ciibiqiie; si Von designe les parametres cles points de contact par 
Uij z/o, ZZ3 on doit avoir 


oil bien 


2 CCi 4- 2 11-2 -r- 2 U-i = 2 /Z to ~ 2 II' tO^ 
I 6 i~r- Ui~^ U:\ = W -j- 11 Lo‘\ 


il suffit de donner a chacim des nombres en tiers n et /I'les valeiirs 
de o et I . 

Si Ton prend 

]i ~ o, a ~ o, 

I’egalite exprime qiie les trois points sent en ligne droite. G’est 
le cas ou la coniqiie se rediiit a une droite double ; ecartons ce cas ; 
il reste trois families de coniques correspondant aux relations 


ll\ -h U-i-h lh> ^ W, 

Ux 4- U2-^ ZZ;. £= to'. 

Ul 4 - lU 4 - ZZ;} to 4 - to'. 


On pent done clioisir arbilrairement deiix des points de contact 
pour chaque conique d’ane famille. Prenons une conique, de la 
premiere famille par exemple; si Ton fait passer une conique par 
les trois points de contact zz,, zzo, ^^3, elle rencontrera encore la 
cubique en trois points et Ton aura 

Ux 4- Ui-h ZZ-- '- 4- Z/'^ 4- uii “ 2/ZtO 4- 2/z'to'. 


De cette relation et de la condition deja verifiee par zzi, zzo, ZZ3 
on dediiit 

zz'j 'h II'., 4 - zzj. ™ to, 


et Ton voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d\ine conique trois fois tangenteala cubique appartenant 
a la meme famille. 

/[^ Clierchons encore les points de la cubique ou la conique oscu- 
latrice a un contact du cinquieme ordre, ou, ce qui revient au 
meme, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le parametre dii point de contact 


6 ic = 2 /z CO 4- 2 /i' to', 



on Dieo 


n 11 . , 

u =z -- 2 o) 4- — (t) . 

6 0 

Chacun des nombres entiers n et ii peut prendre Louies Ics va- 
leiirs de o a 5j ce qui donne 6-= 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d’inflexion qu’on 
obtient eii considerant les tangentesd^inflexion comme des droites 
doubles, puis 

6- — 3-=r 27 

points de contact de veritables coniques surosciilalrices. Ccs 
points sont six par six sur des coniques. 


63. Cas particulier ou oy et y sont reels. Forme de la courbe. 
Nature de Fargument donnant des points reels. — Nous a I Ions 
iiiaintenant examiner le cas particulier oii co ct y sont reels, do 

facon a avoir une representation geomelriqiie des resiiltaLs du 
paragraphe precedent. Dans ce cas, la courbe a ])our cquaLlon 

oil (?i, ^25 ^3 sont reels et ranges par ordre de grandeur de- 
eroissante. Pour quejp soil reel il faut que x soil compris entre 
et e.> ou plus grand que On voit immediatement que la courbe 
est formee d’une ovale A3 Ao et d’une branclie inOnie A, de nature 
parabolique, surlaquelle la tangente tend a devenir parallelc a O y 

Cherchons quelles valeurs il faut donner a u pour obtenir bis 
point reels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points dc la 
branche infinie, il faut donner a u des valeurs faisant varier x de 
a H-co, e’est-a-dire des valeurs reelles. Puis, pour obtenir les 
points de 1 ovale, il faut donner a u des valeurs faisant varier ./• 
de e,., a Co, e’est-a-dire des valeurs de la forme a -f- 03', u elant reel. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marcbe du point 
(x, j) quandPargument prend ces deux systemes de valeurs. 

Supposons d’abord u reel; il suffit, a cause de la periodicite, de 
le fame varier de — to a + w, en remarquant que des valeurs de n 



8:) 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE pil. 

egales et de signes contraires donnent des points de la courbe sj- 
metriques par rapport a Ox. Qiiand u croit de o a o3, ^ decroit 
de -+• CO a e, , jK croit de — co a o : on a done la branche infinie de 
courbe situee au-dessous de Ox et venant aboutir au point Aj 
dont les coordonnees sont ei et o. Au point A^ la tangente est pa- 

rallele a Oy puisque p' u s’annule pour u — (d el que ^ ne 



s’annule pas pour cette valeur. Quand u varie de o a — co, on ob- 
tient la branche de courbe symetrique de la precedente par 
rapport a 0 :r. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnee par des valeurs reelles de Targument. 

Supposons maintenant I’argument de la forme u -f- et faisons 
varier par valeurs reelles, de o a co; x croit de a ^ est 
positif, varie d’une maniere continue et part de zero pour revenir 
a zero. On a done la branche de courbe situee au-dessus de Ox 
et allant du point au point ^2(62:0); les tangentes 

en A3 et Ao sont paralleles a Oy. L’argument etant toujours de 
la forme w + co', en faisant varier i^|)ar valeurs reelles de o a — co, 
on obtient le deuxieme arc de I’ovale symetrique du premier par 
rapport a 0 ^. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u-h (o', u reel. 
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Tangentes paraUeles a Ox. SigJie cle — Comme on a 
les valours de u correspondant aiix points ou la laiigentc 

eslparallMe aOcT sontracines de {’equation =o ou La 

foncLionp^^?/, quiestpaireetd’ordre4, a, dans un parallclograinmc, 
qiialre zeros deux a deux egaux et de signes contraires. II j a done; 
siir la courbe quatre points ou la tangente est parallclc a O.r. 
Deux pointS; les points et Bo, sont seuls reels : cn eflcH Ics 

1 1 1 r • dy 17 

abscisses de ces points sont racines de 1 equation -- — o ou, a a- 

pres Tequalion de la courbe, i 2 X- — g 2 — Cette equation, donl 
le premier membre est la derivee du polynonie 4 X'^ — — o 

a une racine a entre et eo et une autre [3 entre et cette 
derniere seule donne des points reels B| et Bo. 

L’identite 2 p"?/ = — ^ 0 = — donne Ic signe do 

p'^/. Siir la branclie infinie, x^ a, }/u est positif. Pour I’ovale, 
sur I’arc B, AoBo, est negatif, car x est alors compris cotre Ics 
deux racines a et |3 de 12 ^- — ^ 2 ? sur Pare Bi A^Bo, p'^u est po- 
sitif, car X est inferieur a p. 

Tangentes menees par' un point de parametre e. — Nous 
avons vii que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du parametre 

7 — - -h Q)j to , ■+• to -I-- (0 . 

‘1 2 2 2 

On pent done, par un point P pris sur la courbe, mencr quatr(‘ 
tangentes, en general distinctesde la tangente au point considerc. 

Lorsque e est reel, pour deux des points de contact, Pargument 
est r6el; pour les deux autres il est de la forme oZ-p a,, //t ctanl 
reel. Done, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, Ics 
quatre tangentes sont reelles : deux des points de contact soul sur 
Povale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque c est cl(^ 
la forme 6tant reel, on a 



Les arguments des points de contact ne sont ni rdels, ni de la 
forme m etant reel (a des p^riodes pres). Par un point P 
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pris siir Tovale on ne pent pas mener a la courbe une tangenle 
reelle. 


Points cVinJlexion, — Nous avons trouve plus liaut neuf va- 
leurs dll parametre donnantles neuf points d’inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs 

2 03 ^0) 

O, -^7 -7;- 

o o 

sont reelles; elles donnent trois points d’inflexion reels sltues sur 
la branche infinie, le premier a rinfini, les deux autres aux points 
U et To synietriques par rapport a Ces trois points sont en 
ligne droitc. 


64. Degenerescence. Cas d’un point double. — Supposons le 
discriminant gi — g'l tiul. La ciibique a alors un point double. 
Une des periodes est infinie (n°^23 et 37) et se rediilt a 


.r =:pu=- 


(I’oii 


1 2 to- ^ 

sin- — 

2 03 


y = p 

4 tO'^ 


La condition necessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs Ui, ?^o, du parametre soient en 
ligne droite est alors 

ICi -h ll2 = 2 71 CO, 

on n est un entier. C’est ce qu’il est aise de verifier. En effet les 
valeurs de u correspondant aux trois points d’intersection de la 
cubique avec la droite C = o sont alors racines de I’e- 

qualion 

Apzi H- -h C = 0, 

on, en designant par c d’autres constantes, 

TT w 

cos — 

I , 2 to 

a h b h 0 = 0, 

TT It. -TT It. 



t = cot 7 

aw 

^?( f -h ) -h i^(i -f- -f- ^ = 0- 

La somnie des prodiiits des racines deux a deux elauL i on a 
d'apres la fonnule donnaut la cotangente d’une somme, 

cot~(ai-h lU-^ ih)= 
ao) 

ifoii 

- ~ {lC\ -{- U j ii;) ) ~ 11 'K* 

2 to 

ce qulesl bien larelatiou indiquee. Actuellement il n’y a plus qu 
trois points d’inflexion; car en faisant //;!= //, on a 

3 = 2/^t0, 

d’ou trois valeurs donnant des points distincLs 

r „ „ /{to 

u' z= o, U = -^ 7 u' 

3 .) 

Ces points sont en ligne droite car 

li -'r n-"~r- Ll'" =■ 2W. 

Cas d^un point de rebromsement. — Si la cii 

bique devient 

elle a un rebroussement. Alors les deux periodcs co el to' sonl ii 
iinies; on a (n° 23) : 

Les trois valeurs de u correspondant a trois points en ligr 
droite verifient alors la relation 


II \_ -1- Un — {- ■=. 0 \ 

en efFet, elles sont racines d’une equation de la forme 


2 


a , 

^ = O, 


qui, rendue entiere, ne coniient pas de terme en u-. 
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II n’j a plus qii’im point d’inflexion, car en faisant 


on a 


ii^ = lu = = u, 

3 « = o. 


Ce point d’inflexion est d’ailleurs rejete a I’Inflni. 

6o. Rectification de la lemniscate. — Soil une lemniscate 
pour equation en coordonnees polaires 

7’- = 2 cosaO. 

Fig. r,. 


A :r. 



L’arc OM = s {fig* 6), comple a parlir du point double 
est nul, est donne par les formules 

•2 dr 


ds = y/ ~r~ 

— r'^ 


r' 2 dr 

Jo //i— 


Faisons le changement de variable 


il vient 




-r 


d^ 




oa a done une int^grale de la forme 




dz 
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(JO 

On a ainsi line representation geometriqne de la ioncLlon 
p(s: u o) pour les valeurs reelles de i’argiiment. 

I I I 

AcUiellement les racines e,, sont o et — — J.cs cx- 


pressions 



c’est-a-dire 



vA — 

I \Ia. h- /•- 


/'/a 

r\J'A 

on encore 

v /‘2 sin 0 

[ ^ 0 


r 

/• r 

sont des fonctions iiniformes de s exprimees par les quotients 





i{s) ’ 



On a ainsi line representation geometriqne de ces trois fonctions 
pour le cas ^o= i , ^3 = o. 

La demi-periode reelle esl donnee par 

Elle est egale an quart de la longueur lolalc de la lemniscalCj car 
en revenant a la variable r, on a 



cc qui est la longueur de I’arc OA. 

III. — Pendule spherique. Corps pesant be revolution. 

Elastique gauche. 

66. Pendule spherique. — Le pendule sphciriqiic est constilLut 
par im point pesant mobile sans frottement sur une sphere fixe. 
Prenons pour engine le centre .de la sphere et pour axe dcs ^ one 
verticale dingee vers le haul. En coordonndes semipolaires E^qua- 
tion de la sphere est 
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en designant par I la longueur du pendule. Le mobile esL soumis 
a I’aciion de deux forces, son poids et la reaction normale de la 
sphere; le tlieoreme des forces vives donne done 

e- = — 1 g'jz ~f- h. 

De plus, les deux forces etant dans un metne plan avec I'axe 
des;:, on pent appliquer le principe des aires a la projection dii 
mouveinent sur le plan xOy : 

7*5 chh — C dl. 

designant Tangle polaire. Ces trois equations determinent r 
et 6 en fonction de t, 

Cherchons d’abord a determiner : il faudra pour cela eli- 
miner r et L’equation des forces vives pent s’ecidre 

aci 

De Tequation de la sphere, on tire r d’autre part, 

Teq nation des aii'cs donne 

d>\j - ~ 

* ~ r- " /- — 

hortant ces expressions dans I’eqiiation des forces vives, on a 
line equation de la forme 



ou design e le poljnome du troisieme degre 
Cp (^ ) = ( A - O. ..2 ) G2. 

On en deduit le temps t et Tangle A en fonction de par des 
integrales elliptiques. 

Pour que ^ soitreel, il faut qne 1:2(5) soil positif. Ce polynome 

a ses racines reelles : en elfet, appelons Zq la valeur initiale de 5 
et substituons dans ^{z) la suite des nombres +00, /, 5 o, — 1 ] nous 
trouverons, pour les resultats des substitutions, les signes +, — , 
— , car Zq rend evidemment 9(^0) positif, la valeur initiale 
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de^ elant reelle. 11 j a done une racine s, de o(z) enlrc + x 

el /, une autre iSj entre / et So, line troisieme ^3 entre <'l — /• 
Ainsi les nombres de la suite 

/, -^21 -^oi •^;{i ^ 

sonl ranges par ordre de grandeur decroissanle. La variable' 3 par- 
lantde :3o ne pent varier que dans I’intervalle ^:{- 

CalcLilde z, — La coordonnee est donnec en fonclioii de / 

( dz \ - 

est egal a un [)olyi)oine 

'zi^z) du troisieme degre en Pour en lirer s par une fond Ion 
elliptique de nous coinmencerons par faire iin changcuienl li- 
neaire de variable de la forme 

d. ) ;;=:M.9-hN, 

ou s designe la nouvelle inconnue etMet N deux eonstanlcs udl('> 
que Pequalion (i) prenne la forme 



Par la substitution ( 2 ) Peqiiation (i) devient 
( i) f — fill — 

[dtj 

Pour identifier avec Ja forme ( 3 ), il (am dgalcr a /f Ic cocfli- 
cient de i* et a o celui de s- dans le deuxieme meinbre. On a ainsi 

( 5 ) M = — , N=A. 

S' 6 a- 

L’equation prend alors la forme ( 3 ) a condition d’attribucr aux 
constantes et gs des valeurs convenablement clioisics. 

Comme le poljnome 0(2)3 trois racines rfielles 2|> a;,, 

le polynome transforine 

N) 



KTUUE DES VALEURS REELLES DE pu. 

a trois racines reelles 


9 > 


((>) 


er- 


M ' 


Zo — N 

~\T~’ 


= 


M 


et Ton a 6", >> car iM est positif. 

Constriiisons alors la fonction pu avec les invariants g'., el g:^: 
ceLte fonction verifie Peqiiation 

p 4p^ a — pu — .i,'-;. -U_£__ 

Si done on pose 

.S- ~ p ll^ Z — M p LL -h A , 

u etant regarde comine fonction du temps I’ecjaation (4) devienl 

' ‘ ^ yiTt) ~ ■“ ’ 


(.rou 


du \ - 


i - ) 
\ dt I 


du 

dt 


On pent toiijours prendre le signe car pit etant pairc, on 
pent changer le signe de a. On a alors 


K — I coast. 


Cherclions niaintenant de quelle forme est la constante. Cornme 
la vaieur Lrouvee pour M est positive, la relation 

^ = Mpu ^ N 

inontre que s = pu varie dans le meme sens que Done quand :: 
(lecroit de Zo a p u decroit de a a — co' est done reel et 
Pon a 

U t -f- OJ j 

si I’on comptc le temps a partir de Tinstant ou ^ = :; 3 . 

La deini-perlode reellc co est le temps que met a varler de 

a C.;{. 

Calcul de <i. — IVangle A est definl par reejuation dlirerentielle 



‘.M 


ClIAPITRE ni. 


J dt = dll, 


qtie nous ecrirons, en remarquant que at — uu, 
G dll f f I 




2/ 




/ 


Dans cetle equation, il faut remplacer z par sa valciu 

= iM j) zi + N ; 


ie coefficient de da est alors une fonction elliptiqiie de a quo 
nous allons decomposer en elements simples, de facon a poin 


ivoir 


Considerons deux arguments a et b definis par les relations 
(-j / = Mpa-t-N, — / =r M /; -h N, 


ces arguments sont definis aux signes pres; nous verrons plus loin 
comment il convient de cholsir leurs signes. Alors 1’ express! on 
de d\ devient 

Zdu ( \ r 




2iM/ 


G 


pzz — pa pii-pb/ 

oil il reste a donner une forme simple an coefficient 
Pour cela remarquons que le polynome 


o( z) _ o( Mp z/. -h N ) 


se reduit a — pour t et — L, c’est-a-dlre pour n z:=z(i 
et u — b] comme on a identiqiiement 


= 


on iroiive, en faisant successivement u=z a u = b, 


j .) ^ a : 


C2 


]^"b=- 




Nous prendrons, en extrayant les racines, 

iC 


p’a = p'b = 


Ml’ 


ce qifon pent toujours faire, car jusqu’a present les signes de a 
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et b n’etaienfc pas determines; nous les determinons par le clioix 
de signes qiie nous venons de faire pour pUi et 
On peat done ecrire 

^ .chi __ h p' a 

chi p iL — j3 6 p Li — p a 


La decomposition du second membre en elements simples se 
fait en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 

. chi 

2 1 ~ Li Cl') — t ( ;/- — Cl) — 

— till ^b) a — b ) -{- 2Zb. 


En integrant et en remontant des logaritlimes aux nombres on 
trouve 




— a) 


o' ( ii — b ) 
:^{iL ~ b ) 




La constante d’integration — se determine par les condi- 
tions initiales. 

L’angle 4 est ainsi exprime en fonction du temps. 

Expressions de x ety, — On a 

, X iv ^ { IL a) :f(Li~b) ^ .y, .. 

X — t y :f{ u ~ Cl) :f{u-hb) 


D’autre part, d’apres I’equation de la sphere, 


(x -i- ix)(x — iy) = (I — z)(l-y = -^M2(p — prt)(p ii — pb), 

*{ ii -H a) g'( u — a) o'! n-^ b) — b) 


(.r H- iy){x — f j) = — iM 2 . 


0-2 Zi T^b 


En multipliant membre a membre les egalites qui donnent 

obtient (zr + ^y)-, 


X -h ije 

on on conclut 

x-~iy 


:^(ii. -y a) Ct(u-— h) .... ^ 

= EM Len[hj-r,a 

efadb^f- u 


K !:ja^b:f-ii 


Enfin, remplacons M par sa valeur en fonction des elements 
elliptiques, xaleur qui pent s’obtenir en retrancliant membre a 
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(|(] 

aiembre ies egalites 

— / = Mpa -r- N, — / = xN ; 

■>./ 

~~ ji a ~ pb ■' o' ( a -h b ) :f {ci — b ) 

j s' (' If 4- a ) o' ( n — b) (Xh~.:(u\ 

^ ^ya -,-bi^Ka-b) a 

L -jj H —- a ) :!( V h) 

E a'ia-^b):f(a — b) :f' if 

On a aiiisi x, z exprimes en fonctions iinlformes dc 1 . 
i Uiand t augmenLe de 2co, reprend la meme valciir. Tangle po- 
laire i aiigmenLe d’une certaioe constanle. 


67. Corps pesant de revolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point de suspension 0, pour axes 
lies au corps Taxe de revolution 0 :j et deux axes perpendicu- 
laireSj pour axes fixes la verticale ascendante 0:^1 et deux axc's 
perpendiculaires. On demontre en Mecaniqiie (^) que les angles 
d'Euler Ij, '.p, qul definissent la position des axes lies au coiqis 
jiar rapport aux axes fixes, sont donnes en fonction du temps par 
les Ibrmules suivantes. D’abord, en posanl cos 9 = on a 

,dz\^ 


oil m, lu a, ji designent des constantes, dont la premiere /n esi 
positive, de sorte que /(3) est im polynome du troisieme clegre. 
On a en suite 


{‘1) 
* } 


d'h _ p. — ^ 
df ~ ’ 

d':> _ d'b 

di 


designant une autre constante. 

II s agit de tirer de ces equations Q, cp, en fonction du temps. 
I.es calculs, comme on va le voir, presentent une grande analo^n’c 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendiile splierique. 


V ) Voir Appell, Traite de Mecanique, t. H, n« 40*2, 
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Cette analogie peut aller jiisqu’a ridentite, car, dans le cas parti- 
ciilier ou le corps pesant de revolution se reduit a im seui point 
materiel, il constitue un pendule spherique. 

Le polynome est negatif pour les valeurs — oo, — i et -f- i 

de z, tandis qu’il est positif pour la valeur initiale Zq de qui 

rend necessairement ~ reel et pour -j- oo. II a done ses trois ra- 

cines z^^ z^^ z^ reelles et comprises respectivement dans les inter- 
valles (+ GO, -f- i), (4- 1 , Zq) et (Z(^, — i). 

Calcul de z^ — Commencons par faire un changement lineaire 
de variable 

- = M5-4-N, 


ou M et N sont des constantes choisies de telle fagon que I’equa- 
lion en s prenne la forme 



Par ce changement Tequation (i) devlent 

fdsy- _ /(M5-4-N) 

^ \dt) ““ iM2 


On determlnera les coefficients M et N de facon a rendre egal 
a 4 le coefficient de et a o celui de s-; apres cette determina- 
tion, qui donne pour M la valeur positive M = on pourra 
ecrire 


(<i) 


/( M5-hN) 
iM2 


a condition de donner aux invariants go et g^ les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxieme. 

Les racines du polynome /(s) etant, par ordre de grandeurs de- 
croissantes Z{, celles du polynome transforme en s seront 




M ’ 



^3 = 



Pour que f{z) soit positif il faut que ^ partant de Zq varie 
entre Z2 et done s devra varier entre Co et ^3. 

Si Ton construit la fonction pii aux invariants go et^g, cette 

A. ET L. 


1 
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fonclion verifiera I’equation 


(7) 


— SP — 


4p^u — — o2- 


Nous po.serons alors 5 = en regardant u comme une fonction 
de t. etrequation (5) deviendra 


c'est-a-dire 



p'‘ It — ^2P ft — gt-, 



diL 

Tt 


Oil nous prenons H-i, car, etanL paire, on pent Loiijours 
changer ii de signe. On a alors 


t ^ const., 


et, comme s~^u doit rester coinpris entre eo et u — (>/ doil 
etre reel. Nous ferons 

(8) u.z= t 0)'; 

alors pour i — o, u = to', = 6\-j, .g = G;j. 

Le temps est done comple a partir d’un instant ou g = G;}. 

En resume^ nous avons exprime g en fonction uniformc dii 
temps par la formule 

^ = Mp u H- N, u — t Lo'. 

La demi-periode to est le temps que met g a varier de G;j a G 2 cl 
inversement. 


Calciil de A. — On a 

dt i-z- 2 \ ;3 -h I .G — 1 / * 

Remplacant, dans celte expression, g par sa valeur 
■s = Mp It H- N, 

et dt par du, on est ramend, pour avoir <{;, a integrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette integration il faut decomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en elements simples. Pour 
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cela, determinons deux argimienls constants a et b par les condi- 
tions que poLir u = ^ devienne egal a i et pour u-=^h^ z de- 

vienne egal a — i 


( 9 ) 


p a -r* X = I , 

Mp6-r-N=~-I. 


Ces arguments sont determines aux signes pres par ces deux 
equations^ si Ton regarde comme eqiiivalentes deux valeurs de a 
oil deux valeurs de h ne differant que par des multiples des pe- 
riodes. On aura alors 


dll 2. M \ j) — pb p — pa ) 

Les rapports — s’expriment d’une maniere simple a 

Faide de a et h, Remarquons pour cela que le poljnome /(^) se 
reduit a — ( — u)- pour ^ = i et a — (|j -j- /? )- pour ^ == — i . 
Done la fonction /(M p N) se reduit a — (|i — /?)- pour u = a 
et a — (!^ + pour u = Z?. Mais comme on a identiquement 

, /(Mpz^-f-N) 


on a, en faisant successivement u 


a et a = 

M2 


En extrajant les racines, nous prendrons 


p a = 


. B — n 


M 


p'b: 




en choisissant convenablement les signes de a et b qui jusqu’ici 
etaient restes indetermines. Nous aurons alors 

.dih p'b p'a 

^ ^ chi ~~ pu — p 6 pu — pa 

L’integration s’efTecLue comme dans le cas du pendule sphe- 
rique. 

Si Fon appelle [3^^ y^'les cosinus des angles que fait Faxe O z 
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dll corps avec les axes fixes 0^,, Oy,, Ox,, on a 

v"=^, a''2H-P"2+ -2=,; 

de plus a" el ,3" sont les coordonnees Xt et y, du point silue sur 
I'axe du corps a une distance i du point 0; en appliquant une 
methode identique a celle que nous avons suivie pour calculer x 
et y dans le pendule spherique, avec ce seul cliangement que, 
acluellement, I se trouve remplace par i, on trouve 


a' -f- ^ i 


o.^a'^h a)d{u — h) 


:'(a -h b):^(a — b) 


ii 




‘x:^a:fb — a) Ci{u -h b) 


,1 ^ ^ 

h :f{a-hb)a^{a — b) (j~ii 


avec 


u = t-\- co'. 


Calciil de s. — On a 




dh 


-j; — — ro 


Decomposant le second menibre en fractions simples, il vicnl 

I / p -4- 71 p >— 


I / ft -4- 71 

~ — 7*0 — 71 H I 

df 2 \ z -hi 


liemplaQons s par Mp 7^ + N et introduisant comme tout a I’hcure 
les arguments a et on a 


du 


i / p' a 

= ro-*7H :( — X 

21 \pu — pa 


ptc — pb/' 


d‘ou, en decomposant en dements simples, 

.dz> 

~ ^ ) — C ( « 4- « ) + 2 ^ « 

— b)~l^(u-h b)-h 2 t;,b, 

et en integrant 

<^{u-ha)<y(u-i- b) ’ 

la constante C se determine en ecrivant, par exemple, que co est 
mil pour I = o, c’est-a-dire u = 
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68. La courbe elastique gauciie (i)- — H s’agit de Irouver la 
figure d’equilibre d’line tige flexible dont la section est circulaire 
et qiii est soumise a Taction de forces appliquees seulement a ses 
cxtremites. 

Si I'on clioisit convenablement les axes de coordonnees, on 
(rouve pour definir la courbe cberchee les equations differentielles 

I yx;"—z'y= 

(n < -V'— = 

I x'y^ — y oLz' 'p 

dans lesquelles .z\ y\ ^ designent les derivees par 

rapport a Tare s des coordonnees et a, v des conslantes 

dont les deux premieres sont essentieliement positives. 

Ajoutons membre a membre les equations precedentes apres 
avoir multiplie les deux membres de chacune d’elles respective- 
ment par a:', z' ; en tenant compte de la relation 

nous trouvons 

( 2 ) a-h o 

et en dilFerentiant le premier membre par rapport a s 

( 3 ) 

Multiplions main tenant par x les deux membres de la premiere 
equation differentielle, par y les deux membres de la deuxieme et 
ajoutons, il vient 

et si Ton remplace xy^ — yx- et x^ — yx" par leurs valeurs 
en fonction de ^ et de ^ tirees des equations ( 2 ) et (3). 

=:'ia. - 1 - — ^'7^'= a 

oil encore 

^{xx^-\-yy)^ z\ 


(' ) Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. gS ; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mecanique analytique de Lagrange 
(edition publiee par M. JDarboux^ t. I, p. 460), 
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En integrant et en designant par S une nouvelle constante 

Ainsi, des equations differentielles donnees (i), nous pouvons 
deduire le systeme suivant 

JK^')== a-h 7-', 

Servons-noiis mainlenant de I’identite 

( xx' -1- yy ' )- -T- (jV— * xy ' )- = (x- -h y - ) ( + /'-), 
nous obtiendrons, pour determiner 5 ^, T equation differentiellc 

(— y'=a?(i--'’-)(A-S)-(2 + Y5')=. 

Dans le cas particulier 011^=0, cette equation diDf^renLielle 
a, ail signe de pres, la meme forme que celle qui s’est presentee 
a propos du pendule spheriqiie et s’integre de la meme manierc. 

Si 0, Tequalion differentiellc ne differe de celle qui (Joiiiic 

= cos 6 ,'dans le mouvement d’un corps grave de r(^volaLion, (|ue 
par le signe de z'] la methodesuivie dans ce dernier cas s^ippll<|ue 
done sans difficulte au cas de T^lastique gauche et I’on pourrait 
d’ailleurs mettre les problemes en equation de maniere a aboutir a 
des equations^differentielles identiques. 

D’apresfun theoreme du a Kirctihoff, Taxe d’un pendule splic- 
rique ou d’une^toiipie dont lapointeestfixe reste toujours paralicle 
a la tangente a une courbe elastique gauche, le point de contact 
de la tangente decrivant la courbe avec une vitesse constante (’ ). 


(‘) Voir Greenhill, Fonctions elliptiques, p. 820 et 824, Poincare, Logons 
sur la Theorie de VElasticitej p. 201. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 


1. Determiner les parametres des points de contact des tangentes 
menees ala cubique ar = p jv' = p'z^^par le sommet Aj de la branche 
infinie (co et co' reels). 

En conclare que, Ox etant suppose horizontal, "si Ton considere le point 
le plus haul de I’ovale on peut prendre pour parametre de ce point une 
quantite de la forme a -i- m', a etanl une quantile reelle comprise entre o 

to 

et - • 

2 

il suffit pour le voir de prendre un argument u - 4 - co', de faire varier ic 
(ie o a — et de remarquer que ~ -f- to correspond a une tangente menee du 
sommet Aj. 

2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menees a la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se de- 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnees 
du point P et des coordonnees des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnees a Faide des parametres elliptiques correspondants 
et Foil applique la formule de Fexemple 2, page 63. 

3. Si Fon appelle points correspondants d’une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d’un point donne et, en designant par ii le parametre 
du point donne, on peut prendre comme parametres des points correspon- 
dants 

u-^Lo, a -T- to', -h to 4- to'; 

chacune des demi-periodes definit un des trois systemes de correspondance. 

Si Fon considere deux couples de points correspondants du meme sys- 
teme : A, A' d’une part, B, B' d’autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA' se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le meme sys- 
teme. 

4. Sur la cubique definie par les equations 

on prend deux points dont les parametres different d’une constante p; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixieme classe. 

Dans le cas particulier ou p a Fune des valeurs 


to, to 


to H- to , 
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Fenveloppe est uae courbe de troisieme classe (qui se presente ici commc 
comptee deux fois). 

Dans 1 equation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnees courantes par les coordonneesa7o , j/q d’un point Pq, Tequation 
en u ainsi obtenue a six racines dans un parallelogrammc clcmentaire. 
Dans le cas particulier ou <; = w par exemple, Tequation en u ne change 
pas quand on change m en -f- (o. 

Remarque. — La cubique donnee peut etre regardee comme la hessicnne 
d’une autre cubique G et cela de trois manieres differentcs; les courbes 
de troisieme classe qui viennent d’etre definies sont les cayleyennes des 
trois cubiques G (^). 

o. Si deux systemes de trois droites ont huit de leurs ncuf points d’in- 
tersection sur une cubique, le neuvieme point d’intersection cst aussi sur 
la cubique. 

Gelte proposition peut se verifier directeinent a I’aide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite; elle peut aussi se dcduirc d’lin 
theoreme demontre n° 62. 

Si Ton appelle tangentiel d’un point m d’une cubique le point ou la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d’inflexion va passer par un troisieme 
point d’inflexion ; on remarque qu’un point d’inflexion se confond avec son 
tangentiel. 

6. Determiner les points d’inflexion de la cubique 

= ,r = p'u, 

en etudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 

On trouve pour les determiner I’equation 

p'up’"u--(p''u)^= 0 , 

ou en posanta7 = pzi, I'equation 


/(a:) = I — — 

dont la derivee est 


I 

12 



= 0 , 


Si et ^3 sont reels, cette equation a deux racines rdelles et deux 
imaginaires conjuguees. Ges racines sont 



racines 


(") Voir Clebsch (Lindemann), Legons 


sur la Geometrie, t. II, p. 38 1. 
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si on les designe par a, c, d dies verifient la relation 

2 S = ( a — ^ )- ( c — d)--^(a — c) \ a — d)(b — c){b — d)= o. 

([ui s’obtient en appiiquant les formules (7)61(9) page 62 (S est un inva- 
riant de I’equation). 

7 . Etant donnes trois points P, Q, R sur une cubique, determiner un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cotes 
passent respectivenient par les points donnes P, Q, R. 

II y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de Tun des triangles sont en ligne droite : il reste seulemcnt 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considere une conique ayant deux fois un contact du deuxieme 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d’inflexion. 

9. Si Ton considere Tune des trois tangentes menees d’un point d’in- 
flexion le point de contact est tel qu’il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquieme ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10 . On mene la tangente a une cubique en un point Pq; soit Pj le point 
ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mene la tangente 
en Pi, soit Po le point ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On determine ainsi une suite de points 

Po, Pi, Pr, 

dont chacun estle tangentiel du precedent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cotes. 

On ecrit la relation qui existe entre les parametres de deux sommets 
consecutifs et I’on exprime que Pr coincide avec Pq; on trouve que le para- 
metre de Po doit satisfaire a la condition 

2 m (0 -h 2 n id 


mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une solution 
a bien r cotes. 

Par exemple, pour r = 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d’inflexion comptees trois fois. 
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£TCDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 


I. — Fonctions de Jacobi. 

69. Objet du Cbapitre. — Les series etproduils a double eiiLrcc 
employes pour definir les elements o', p, Z, H a Faide clesquels 
on pent exprimer toutes les fonctions elliptiqiies, peuvent elre 
remplaceSj aiissibien dans la notation deM. Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des series a simple entree beaiicoup plus ra- 
pidement convergentes. 

Nous aliens exposer id les notations de Jacobi : nous avons 
d'ailleurs montre comment on passe d’un systeme de notations a 
Tautre, en donnant la relation entre les fonctions H et d (n'* 40). 

70. Periodes. — Nous avons deja dit que le rapport ~ des deux 

periodes doit elre imaginaire, sans quoi le reseau des parallelo- 
grammes n’existerait pas. On pent toujours changer le signe de o) 
ou de co^, car une function admettanl pour periodes 2 to et 2 to^ 
admet aussi pour periodes — 2 (o et 2 to' par exemple. Nous poii- 
vons done choisir les signes des periodes de fa^on que dans le 

rapport^ le coefficient de i soil positif; e’est la ce que nous 
supposerons toujours. Jacobi designe les periodes par 2 K et 2 iK ' ; 
dans le cas particulier ou K et sont r^els, le rapport ^ doit 

etre positif. Nous pourrons employer tantot Pune tantot Pautre 
maniere de designer les periodes : on se rappellera que 

0) = K, 0)'= iK'. 

Si, dans le cas general, on pose 

"Ktjd'i TTK' 

q — e ^ = e ^ , 
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le nombre q a un module plus petit qae Viuiite, car la partie 
reelle de rexposant — - est negative. 


7 1 . Developpement en serie simple de la fonction Z u. Valeur de o . 
— La fonction 


Zii = 


n'(u) 

Hiu)^ 


constriiite, comme nous Tavons explique, avec les periodes 20) 
et 2 0)^5 a pour poles simples de residu -4- i Lous les points 


u — ‘1 m o) -f- 2 71 co'. 


ou m et n prennent toutes les valeurs entieres positives, negatives 
et niilles. 

Nous allons construire cette fonction d’une autre maniere, en 
formant, a Taide d’une serie de cotangentes, une fonction ayant 
les memes poles et les memes residus que Z. Le point de depart de 
la metliode reside dans ce fait que la fonction 


col (u — const., 

'X CO '2 to 


oil ?i est un entier determine, a pour poles simples de residu -f-i 
Lous les points 


ou 


II — 2 CO = 2 m to , 
u = 2 m to -h 2 71 to', ( 771 = o, ± i , dz 2, . . . , ±: co). 

Gonsiderons la fonction 


U„: 


— cot -^(77 — 2 71 to ') — i , 
2 to [_ 2(0 


ou n designe un entier positif; elle admet comme poles simples, 
avec le residu 4 - 1, tons les points 

W = 27ito'-H 27?ltO (771 = O. dz I J db 2, . . .). 

Cette fonction pent s’ecrire 

cos — (u — 2 71 to') — i sin — (u — 2 Tzto') 

TT 2(JJ^ 2tO^ 


7 




on eii mtrodiiisanLla quantite q = e^ 





Cette forme de U/^ montre que la serie 

00 

n = l 

esL convergenle, a la facon d’lme progression geometriqiie cloiU I 
raison serai t q-, 

Considerons de meme, en supposant maintenant n enlier et m- 
gatif, la fonction 

Y,i = — cot — ( zz — -in co' ) -f- H ; 

•2 CO L 2 OJ J 

die admet comme poles, avec le residu -|- i, tons les points 
zi = 2 71 a>' -T- 2 ;?i CO, 771 = 0 , di I , zh 2 , . . . ; 

on pent Fecrire 

'iZni 

V e ^ 

CO ^ 

e «*> — r 

et I’on voit que la sdie 

00 

est convergente. 

Nous allons verifier que la fonction 


^(ZZjzr — cot ' 

2 CO 2 CO 


00 

2 


-t- 2, ~ ~ ( 7Z ~ 2 71 Co' ) -+- 7 

^ 2 CO L 2 to ^ ^ 

n=~i 

est idenliqiie a Z{u), 

D abord cette fonction est impaire comme Z( ; on le ve 
rifie immediatement en ecrivant la serie qui donne — it) : cetu 
sene est %ale a —<!>(«). La fonction <E>( u) a les m&nes p61es ei 
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les memes residus qiie Z(w). Elle satisfait aiix relations 

Zf -i- -210) = zz)j 

zz. -h 2^') = <t>(zz)— - ™ . 

to 

La premiere de ces relations est evidente, car chaque cotangenle 
admet la periode 2 to; la deiixieme se troiive en formant la dijffe- 
rence 

u -f- 2 to' ) — ( zz ) 

et remarqaant que, dans la difference des denx series, les termes 
se delriiisent deux a deux sauf deux termes — • 

2 to 

Considerons alors la fonction 

xr(zz.) = <i>(zz)— Z(zz> 

Celle fonction est reguliere en tousles points a distance finie, car, 
dans le voisinage d’un point 

u = 2z?z to -t- in to', 

on a 

<I>f zz)= ; -r- fonction res^uliere, 

U 2 7)1 to — 2 /z to 

Zfzz )= : -h fonction reguliere, 

Li — 2 7)1 to — 2 n to 

Cl, en relranchant, on voit que est reguliere au point con- 

sidere. En outre, d’apres les relations cjue verifient etZ(zz), 

on a 

XF( u 4- 2to) = ^r( zz), 

W ( ZZ -f- 2 to' ) = ^r( w) — -f- — - • 

^ to to 

En repelant un raisonnement qiii a deja ete fait (n^ 24) on voit 
(jue la fonction {u) est une constante et de plus que I’on a 

i iz 

2 

Ain si 

4 -)(zz) = Z(zz)h- const. 

Cette constante est nulle puisque ^(u) et Z(u) sont impaires 
loutes les deux. 
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Ell definitive, on a obtenu pour Z(u)le developpement 
7j — JI- cot — H-* 'V — -IcOl — — 2 7i(.0') — l\ 

' AW jU 1 ^\_ J 

n-i 
— 00 

_i_ V JL cot — — ‘ 27 iw'j- 4 - t . 

^ AW L 2W J 


De plus, en se rappelant que Ton a pose o — TjCo' co'T)^, on 
veil que Ton a demontre la relation suivante 


*/;w — w*/; 


r 


1±, Fonction H. — Nous avons deja defmi la fonction II comme 
line fonction dont la derivee logarithmique est Z. L’cxpression 
simple que nous venous de trouver pour Z va nous donner, par 
integration, un produit tres convergent servant a delinir H. Lc 
probleme se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la derivee logarithmique csL 


oc 

Z ( zz ) = — cot — H- 7 — — cot — ( a H- A n w^ ) h- z 

A W A to j6mk A W L A tO J 

n-i 
00 

-f- 7 — cot — ( ZZ — A ll (.o' ) — z . 
^ A W 1_ A W ^ I 


Pour ecrire le second membre, nous avons, dans unc cles 
sonimes qui figurent dans Z?z, change n en — n. 

Si Ton integre enlre o et u le terme 


i)ii trouve 


j cot ( U -i~ A 71 W ) i j 
A to [ AW' ^ J 

sin — (zz - 1 - A }l(^)' ) 


Losf- 


. n Tito 

sin 


ITZII 

? 

AW 


puis en remontant des logarithmes aux nombres 


sin— ^ 
— — e'i", 


. /ITCLO' 


ou bien 
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[g2 0) 


e 


! 2 n £ 0 ' 


. (i> 




/ •::: n 
^2£x3 


I [ I 


oil enfin, en efFecluaRt an numerateiir puis en multipliantles deux 
lermes par e ^ , 

i'Ru 


1 — £7-« e 



On volt dc me me que 



/< = I ' « = 1 


Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrenl 
dans 2j{u), 

D’ailleurs 

TZ d ^ . 1Z u. 

cot — a ~ -7- Loa‘ sin — • 

■MO CiU. 2 0 ) 


Done on pent ecrire 




en posant 


___ / iTCll \ / £ 7t \ 

n( = G sin ( 1 — q-f^e y^i — q-'^ e ), 


oil G designe iin facteiir constant. On Irouve enfin, en effecLuant 
Je produit des deux facteurs du terme general, 




I — 2 £ 7 -" COS — h <7 ‘•'M . 


73. Beveloppemeut de H(a) en serie trigonometrique. — Le 
produit n qui figure dans i’expression ci-dessus de H(z^) pent 
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etre ordonne suivant les puissances positives de cos — : comme 
une puissance positive de cos^j' est egalea une somme de cosinus 
des multiples de on voit que le produit H pent etre developpci 
en une serie de la forme 


TZU 

II == Co-f- Cl cos 

(jl) 


21ZII 

C.) COS h. . . . 

CO 


Pour avoir H( 2 <)il faut multiplier par A sin on pent, dans 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 

. 7u If. 11 r. ft 
Sill — cos 

2 CO CO 

par une difference de sinus. On est ainsi conduit pour H(;/) a on 
developpement de la forme suivante, ou, d’apres les notations de 
Jacobij nous faisons o) — K, co'= fK.' : 


XT/ N , T.u . St:;/. 

E(u} = ao sin ^ sm 4 -. 


. . 4 - a,iS\n{2n 4 - 1 ) 4 ~. . . , 


oil bien, en remplagant les sinus par des exponenlielles 

i'Zii ZiTtu fti'KK { 'i n + \ ) f 7CH 

H(it)= 4- A.c A„e' 

/ 'll: r( 3 i TT // 

— Aoc — AiC — 

Pour determiner Ao, A,, . . . , on se sert de la formiile ( 26 ) dii 
n'’ 21 ou Ton remplace 0 par sa valeur ~ 


ilZit 




On a 







i%7i 

Mil’ll It 

5 l TC tt 

H(m 4 - 2 fK') = 

ki^qe 2 *'' 

4- Ai^3g 2 K _|_ 

kiq'^e 4- 


Ao~ 

iTZtt 

3 / 7T // 





— ki\e - 

ko—;e 2 lv „ 

D’ autre part 




r 

7« H(“) 


An - 

ITZ It . iTZU 

K ZiTZu 

= 



<1 


9 

<1 

9 



An - 

iiTZn . SiTTK 



— 

— e 

2 a _ file . 










I 
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Identifiant ces deax series, on a les relations compatibles 


Ai — — ^Ao, -Ao — ■— ^^Ai, 


“ A i A«„i j 


A /i = — q-'^ A«_i , 


qui se reduisent a 

Ai = — 7 -Ao, A.2 = — ^'^Ai, .... 

d’ou, en multipliant membre a meinbre, 

A,i=: (— 

On a done 

ll{u)=A.0^{- i)nqn{n^l)le J, 

H(zi)=: BS( — i)'^5rDi+i)sin(2 n -f- U 


I 




= B ^si 


I li 


'ic „ . 3 TT , , , , . , ^ t: a 

sm “TT — sin qiv.n-\-i) gmf ^71 -f- i) —jp -{-.... 


2 K 


2 K 


Le coefficient B peat etre clioisi arbitrairement, car jas- 
qu’icl H(z^) n’a ete defini qii’a iin factear constant pres. On 

A 

prend B = 2 (y'‘ et Pon a pour H(i4) le developpement 


ll(u) 


oa encore 


A <7-7/ 0. 3 Tl 77. ^ ij 

2^^ sin ~-,-7 — 'iq^ sin — 4 - 2q ^ sin 

2 Iv 2 Iv 2 Iv 

4 / 2 '- 4 - 4 n-t-l 

+ (— l)« 2<7 i Sill( 27 l-!- 1)^5 


4 / — . o'Hia 

‘2K -jit 


H(M)=2\/^sin ~ — 2 1/5^9 sin 

( — i )'^2 sin( 2 n -h I) ^ 


4 /— 7^ . 5 7: 

2 V q-^ sin — rr- 
x h. 


ii 

2 K 


Cette serie converge tres rapidement, plus rapidement qii’une 

j. 

progression geometrique, car les exposants de croissent comme 
les carres des nombres en tiers. 

Qiiand il sera necessaire d’indiquer les periodes avec lesqnelles 
est conslriiite la fonction H(w) nous ecrirons cette fonction 
H(a|K, i¥J)^ notation analogue a celle que nous avons employee 
pour du en ecrivant a'(z^|(D, co'). 

A. ET L. 


8 
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ii 4 

“4. Fonctions H. H„ 6, 0, de Jacobi. — Nous avons vu que du 
et H(i^) sont analogues tandis que pu esl analogue a 

_Iii ! En Triffonometrie on introduit, en m^me temps que 

2t0 

ces fonctionSj celles qu’on en deduit en ajoiitant a 1 argument a 
line constante co egale a la moitie de la periode 2(4), et 1 on pose 

1 Z U . TC - V 

COS — = sin — ( -H w). 

2 (ji 2CO 

De meme, a cote de la fonction H(2^) construite avec Jes pc- 
riodes sK et on considere les fonctions obtenues en ajoii- 

tant successivement a rargument u les demi-p6riodes K, Iv^ et 
K-f* ou du moins des fonctions qui ne different de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En designant par A I’exponentielle 


lineaire en on definit les fonctions ©, par les dgalites 
/ Hi(«) = H(e4-+-K), 
ecit) = 4 -H(m-+-jK'), 

(l) ' ^ iA ^ 

ei(u) = iH(«^-K + iK'); 

\ A 

les deux dernieres montrent immediatement que 

(V 0i(w) = 0( H- K), 

car, si Ton ajoute K a u, 1 se reproduit multiplie par — i. 

Void qiielques details sur les expressions de ces fonctions par 
des series. 

Tout d'abord la formule 

E,(u) = E{u^K) 

donne, pour definir (^/), la sdie 

Eiiu) cos^4-2^^ COS^+...-h2v/^^(2^ ; 



uu cu rcmpid.cciiit uubiuusj par uds e:xpuiit;iiiifc;iit;b t5i en re- 
marquant que — (2«-i-i) = 2 ( — « — <)"!“’ 


Hi(ii 


)= 2 


C 2 Iv 


- 2 


_ K' f 2 /? H 

I 




On pent encore donner une autre forme a cette serie en consi- 
derant i’e-sposant de e qui est du second degre en (an-f-i), 
comme forme par les deux derniers termes da developpement de 


On a ainsi 



( 2/2 


TT//- 


2 : 


-4- 2 « -r- I ) i K' 1 - 


« = — a; 


Passons maintenant a la foiiction 0^ . On a par definition 


Or 


Q I (ic) = — H.(w Iv. — h i ) = — H I ( -f- t K ^ ) . 
A A 


77 It' 

Hi( 2 i -h- /K' j = e 


4K* 


2 

« = — sc 


Dans la nouvelle s6rie le nombre pair ( 2/1 2 ) prend toutes 

les valeiirs de — coa -hoo; on peat le remplacer par 2 / 1 , on troave 
alors 


7C//- 



2 ni K' I- 


serie analogae a celle qui definit Hi(w)j mais ou figure, dans le 
terme general, un nombre pair 2/1 ala jilace de ( 2 ;^-^- i). 

Quand on augmente u de fK' les sommes qui figurent dans les 
expressions de (z/) et 0i s’ccIiangentTune dansrautre. lien 
est done de meme pour (zz) et 0^ (zz), a un facteur pres prove- 

71 

nant de I’accroissement de Texposant de e On verifie ainsi 
les egalites suivantes qui resultent anssi des equations (i) 

_ Z TT , 

Hj(it H- tK') = e iK ' 0i([{) = X 0i(j<), 

©1(16 Hi') = Hi(m) := X Hi(£4). 
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La serie qui definil la fonction &t{u) peut s’ecnre en efFectuant 
la multiplication de chaque terme du second membre par e 

niTZU 

&i{u)= 2 > 

— 00 

ou, en associant les termes qui correspondent a deux valeuis de n 
egales et de signes contraires 

II ‘2'Klt a fl'K IC 

= COS^ + -h... . 

Enfin, la qiiatrieme fonction B(u) pent se definir au moyen de 
I’egalite 

0(z^) = Qi{ii ~h K)j 

on a done 

Q{u) = I — ^ 2 ^ cos-^ 4 - ‘iq'^ cos - 1 -. . . 4 - (— 

11 resulte de ces developpements que, la fonction H(w) seule 
est impairey les trois autres sont paires 

E{-u) = ~ll(u), lii(-ii) = lliiu), 

0(— 0(i^), 0i(— zi) = 0] (i^). 

75. Zeros des fonctions H, Hi, 0, 0i. — Les z^ros de H(^^) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s’en deduisent immedia- 
tement d’apres les egalites (i) qui definissent ces fonctions a 
Faide de H.{u), 

Les resultats sont donnes par le Tableau suivant dans lequel on 
ainscril, en face de chaque fonction, Fexpression g^nerale de ses 
zeros et ou m et ;i designent des nombres entiers 

H(zz), 2 mK-\- 2 niK\ 

Hi(iz), ( 2 WZ 4 - i)K 4 - azzzK', 

0 (z ^)5 2 mK -h ( 2 n 1 ) iK\ 

01 (zz), (2 7 ?i- 4 i)K 4 -( 2 n-i-i)zK'. 

76. Formules relatives a Faddition d^une periode on d’une demi"" 
p^riode. — Gonsiderons, en premier lieu, la periode 2 K et sup~ 
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II7 

posons qu’on ajoute cette periode a rargament, on a d’abord 
H(zi4-2K) = — 

corame cela resiilte des developpements de YLu en serie simple on 
en produit simplement injSni, developpements qui ne dependent 

qiie des sinus et cosinus des multiples de 

Les egalites qui definissent, a Faide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le resultat correspondant pour ces fonctions; on 
trouve ainsi 

0(zA-t-2K) = 0(^0; 

0l(Zi-r-2K)= 0l(z^-). 

Si Fon ajoute seulement la demi-periode K on a d’abord par 
definition 

H(zi 4 - K) = 0(zi 4 - K) = 01 (z/:), 

et, en tenant compte des resultats precedents, on trouve 


Hi(if-4-K)=— H(w), 

0 1 ( W “H . 

Reunissons ces formules 

U(u-^-K) = 

Hi(££), 

Hi(z^-hK) = 


0(z^-i-K) = 

0i(k), 

0 1 ( w -+- K ) = 

e(M). 


Considerons maintenant la periode ^i¥J , Les resultats s’ob- 
tiennent aisement pour et Hi en se servant des developpements 


= e 


TC//- 

4 EIV ^ 

n ~ — 00 

iztt- “ 

4 IvK' 




g:KK' 




Si Toil augmente de ai'K' [’argument, chacune des fonctions 0, , 
H, se reproduit mullipliee par le ni^me facteur que I’expo- 



Designons par jx ce multiplicateur, c est-a-dire posons 

l^ = e ^ 

oous aurons 

01 ( z/. -f- -2 Hi') = JJL 01 ( Zi), Hi ( IC-+-2 jK') = p. Hi ( u). 

Pour passer de la aux fonctions 0 et H, il suffit de diminuer 1 ar- 
gument de K dans les formules precedentes : 0i (u) et Hi (u) dc- 
viennent respectivement S(u) et +H(w), p. se reproduit mul- 
tiplie par c’est-a-dire — i , et il vient 

0(^^ -H !2tK^) ==— jJL 0(w), -h 2tK') = — fj. Hi(z^). 

Reunissons ces formules 


0l(£4 -1- ‘2tK') = p0i(z(;). 

Ei{U'i- 2ili') — (jlHi(Z6)5 

2iK!) = — }i.0(u), 

H(l4-r-2lK') = — {JLH(lt), 


= e ^ 


Si Ton ajoute la demi-periode fK', nous avons vu (n^^ 74) que 
les fonctions 01 , Hi s’^changent a un facteur pr^s X d6fini par 


X estle multiplicateur de I’exponentielle e correspondant a 
raccroissement de I’argument u. 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranclie K de I’argu- 
ment, et si Ton remarque que X se reproduit multiplie par on 
trouve les formules correspondantes pour 0 et H. On a ainsi 

0i(m-h iK') = XHi(ii), 

Hi(z4-f- tK') = X 0i(w), 

H(i2 4- iK!) = iX 0(m), 

Enfin, si Ton veut ajouter la demi-p^riode K + jK', il suffit 
dans les formules precMentes d’ajouler K a I’argument, ce qui 
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donne 

ei(z^-i-K4-iK0= 

Hi (zi -r- K H- iK') = — £16(11), ^ _^f2w-f-/K') 

0(zz -f- K — zK') = X Hi(z^), 

H(zz-i-K-f-zK')== X ei(zz), 

77. Addition d’lm nombre entier de periodes. — Supposoos 
d’abord que Pon ajoute 2 /iK a Pargument; cela revient a ajouter 
n fois successivement 2 K et, comme le signe de la fonction pent 
seiil changeTj le resultat se deduit immediatement des formules 
relatives a Paddition de 2 K. 

Siipposons maintenant qa’on ajoute on pourrait encore 

ajouter successivement mfois 2 .iK!; mais on pent obtenir de suite 
le resultat en remarquant que chacune des functions ©i et Hi est 
egale (n° 74) a une fonction admettant la periode 2 iK^ multipliee 
par Pexponentielle 

e 

D’apres cela 

Hi ( z^ 2mzK ) = e ^ Hi(zz), 

m/'Tr . 

0i(zz -f- 2 7 ?izK') = e 6i(u); 

en remplagant dans ces formules u par ic — K, on trouve 

mi'K , 

= H(m), 

mi’K, , 

0( w -H 2 ;?zzK') = ( — 0(zz). 


Enfin, on demon trerait de meme 
Hi [zz H - (2 7?n- i)zK'] = e 


iK’] 


0i(zz), 

01 [zz -4- (2/7Z -h i) zK ] = e Hi(zz), 


H [ zz -h ( 2 /?z H- 1) zK'] = ( — ie 


6(u). 


(27«-hl ) ZTl 


0 [zz-+-( 2 m 4 -i)zK'] = ( — i)"*ze 


[2zz-f-(277i + l) zK'] 


H(zz). 


78. D6veloppements de Hj, 0 , 0i en produits infinis simples. — 
Ces d^veloppements se deduisent du developpement de H(zz) 


1-20 
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obleDU plus baut par I’integralion de^la serie de cotangentes qiil 
donne Z(u). Nous avons trouve (n° 72 ) 



n = l 


Cherchons d’abord le developpement de la fonction 
0(!i)= jVye'"-'' 

?' TC» 

Quand on ajoule i¥J a rargument u, Fexponentielle e so 
reproduit multipliee par q] le facteur 


ZTi:?/. i TC 77 



. rai —e 2'' 

Sin -77 — 

2K 21 

devient 

/ i'K/c iTXnX 

et Ton obtient 

2i\/q 

®(“)= — ^ 

/2 = 1 


Si I’on fait entrer dans le prodnit le premier facteur, on volt 

i'K7l i TT // 

que les facteurs contenant e ^ sont de la forme t — q k 

i TC //. 

ou n varie de 0 a co, et les facteurs contenant e de la forme 

/ Tin 

I — e ^ , ou n varie egalement de 0 a 00. On a done, en 

posant pour abreger = A. 

2 Vq 

” / ITC/A / iTZ7t \ 

0 (m) == A K j 

n — 0 

= a|^i — 2? cos^ — 253 cos^ -H 


Les ddveloppements en produit de H, et de 0 , s’obtiennenl 
immMiatement enchangeant m en m + K dans les ddveloppements 
ci-dessus de H el de 0 . 
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Le facteur A n’est pas arbitraire piiisque, dans les deA^eloppe- 
ments en series trigonoraetriques des fonctions H, 0, les 
coefficients sont completement determines. Ainsi, en identifiant 
les developpements de 0, en produit et en serie, on doit avoir, 
qiielque soit 


A(l-}- 2^ cos 2 57 -4- -h 2^3 COS2 57 -f- CJ^) . . . 

— COS 257 4-2^^ COS 4 *27 4“ 2^^ cos6 57 4- 

On aurait line premiere expression de A en faisant x~o dans 
celte identite. Jacobi a montre que Texpression ainsi obtenue 
pent etre remplacee par la siiivante : 

A =(l — 

Nous admettrons ici ceresultat. On verra^ dans une Note placee 
a la fin du Volume, comment on peut transformer le produit infini 
pour obtenir la serie trigonometrique et comment se presente, 
dans ce calcul, Texpression de A donnee par Jacobi. 

Nous reunissons ici les developpements en produits simplement 
infinis desqiiatre fonctions. En posanl 


= A2 sinZ4(l — 2^- C0S2Zi 4 - — 2^^ COS 2 4 - ^ 3 ). . ., 


/‘ 2 Ki 


= A2v/^ COSZ^(i 4- 2^- C0S21i4-^^)(l 4- 2^^ C0S2i^4- . .. 

/' 2 K \ , , 

( — — ) = A(l — ‘2q COS2U -h q-){l — 'iq^ C0S2ll 4- . . . 


/2K«\ 

( — ;:r- ) = A(I -h 2 q C 0 S 2 w 4- q-){i 4- 2 q^ cos 2 u 4- ^0* • ■ • 


79 . Relation H'(o) = Hi(o) 0(o) 0i(o). — Cette relation, sur 

laquelle nous aurons a nous appuyer, se verifie tres simplement a 
I’aide des developpements en produits infinis qui precedent, en 
suivant une methode donnee par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques^ a la fin de I’Analyse de Serretj p. 791 
el 798). 

On a immediatement 


Hi(0) = 2t/^AP2, 
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en posant pour abreger 

P = (H- g-2)(n- gr4)(i + g-6). . . , 

Q = (I — (I — g'’)(i — S’*)---- 
R = (H- 5 -) 

D’apres la relation suivante due a Euler 

{l^q)il+q ){l-rq ) (i — ^)(i - ?2)(i - S*) 


on voit que Ton a 




ou bien 
D’apres cela 


™=Q' 


PQR = i. 

Hi(o)0(o)0i(o) = 2j/^A3. 

Galculons maintenant H'(o) en regardant comme iin 

produit de deux facteurs donl I’nn serait sin nous trouverons 

^H'(o) = — 52)2(i_g4)2(, _ y6)2. . . = ^\/q AS. 


On a done bien Fegalite qu’il s’agissait de d6montrer 
— H'(o) = Hi(o)0(o)0,(o). 

TT 

Remarque, — Les expressions pr^cedentes de Hi(o), ©4(0), 
0(o) montrent que \/k et definiesplus loin (n^ 83 ), sont des 
fo notions uniformes de la variable t= etla relation PQR=: i 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q r6guli^res 
pour loutes les valeurs de q dont le module est moindre que i. 

80 . Formules relatives k T^cliange de K et K'. — Dans la nota- 
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions co'), 

[ 0), (i)^) peuvent s’exprimer a Faide des fonctions 



W = K, <u'=:iK', 

on a 

“'=K', j'co=:jK; 

I 

on passe done des premieres fonctions aux deuxiemes en permu- 
tant K et K'. Nous allons etablir des formules du meme genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de designer par H(z^[K, i'R') lafonction H construile 
comme plus haul avec les deux pModes 2 K et Cette fonc- 

tion s’exprime d'une maniere simple a I’aide de la fonction H 
construite avec les periocles aK' et afK, H(z^|K', zK). Comme 

on a suppose la partie reelle de ^ positive, il en est de meme de 
K 

la partie reelle de g-,; la quantite 

qQ=e 

a done un module plus petit que Punite, et la fonction 
H( fK) est 

H(zilK', iK) = sin-^ sin -f-. ... 

Cette derniere fonction veriGe les deux relations 

H(u-+- 2K'|K', 2:K)=-~H(z4|R,jK), 

ll{u-h2lK\K\ H(m|K', tK), 

obtenues en echangeant K et dans les formules relatives a 
I’addition d’une periode, verifiees par la fonction H(z^) ou 
R(u\K,iK'), 

Ceci pose, dans le produit 

TClt^ 

analogue a ceux cjue nous avons consideres d^ja a propos de Hi 
et de 0i remplacons u par fw; soit /{u) lafonction ainsi obtenue 

y(w) = e H(mlK, t'K'). 
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On verifie aisement les deux egalites snivantes, consequences 
des relations fondamentales de la fonction H, 


i' 4 I 


/(z£-f-2iK)=-e fin)- 


Ces relations sont identiques a celles que verifie H(z^|K , iK). 
En outre, les deux fonctlons f{u) et H(m|K', tK) out les m^mes 
zeros, savoir les valeurs de u donnees par la formule 


Oil bien 


ill = “2 7 ?iK 2 nili' ^ 
II — — 1 mtK -h 2 72 K4 


m et n designant des nombres entiers. 

D'apres cek; le rapport 

f {u) 

h(72|K4z:k) 

est une fonction doublement periodique aux periodes sK et afK' 
et, d’autre part, cette fonction est partout finie : elle se reduit 
done a une constante. Designons cette constante par Af. Nous 
avons I’identit^ 

H(mlK, iW) = AlE{u\K', iK); 
on en deduit les suivanles : 

e~^' Q{iii\K, iW) = AH, (22 IK', jK), 

__ 

e ‘^'0j(ja|K, jK') = A 6i(ii|K', sK), 

'KTf- 

e~*KK'H,(mlK, iK') = A e(it|K', tK). 

II suffit pour cela de reraplacer dans la premiere de ces idenlitds u 
par u 4- K', dans la deuxi^me w par m + jK, dans la troisi^me u 
par m + K', en se reportant aux formulas du n" 76 et a celles 
qu’on en deduit par Techange de K et K'. 

81. Diverses notations usit6es pour les fonctions de Jacobi. — 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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le Traite des fonctions elliptiques de Halphen 

S’i(p) = 2v/^ sinTTP — 2 v/^9 sin37rt>H-2{/^ sinora^ — . . . , 

.^2(p) = COSTTtJ -h 2 COsStTP 2 v/^ 25 cOsS-^rP-f-. . 

2r3 (p) = I -h 2^ C0S2-P -h 2^^ COS4~f^ -h 2^9 cOsGtUP 4-. . ■ , 

2ro(p j = I — ‘iq cos 211 P -t- 2^^ COS 471 p — ‘iq^ cos 6 IIP — . . 
oil 


On a seiilement conserve ici la lettre q au lieu de la lettre h 
qu’einploie M. Weierstrass pour designer 

La correspondance entre les deux notations est donnee par 



Jacobi, dans ses Legons {JacobVs gesammelte Werke^ t. 1 , 
p. 497): ou Ton mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, et suppriine Findice o. Briot et Bouquet 

designent les periodes aK et 2i¥J par to et to^; ils emploient 
d’auLres notations reliees a celles de Jacobi et a celles de 
Weierstrass par les formules 

0i(4 = 4(^)= H(m), 

03(4 = 2^3 (^) =e.:(M), 

6(«) = 4 (^) = e(«). 
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8“2. Relations entre les et les S. — Ces relations sont 


ou bien 


='(«) = ’ 


ii{u) = 


i^{u) = 




C'(ct) “f" to -f- 


Hi(o) 


^(to -h to') 




f((x)'-h u) 


to"" 

^ ei(o) 

_ ® (“) Jol"' 


e-'O' 


0 ( 0 ) 


1 *0 - 

i- 

2 to ' 


'u= 20) 


Sl(p) 

&Uo)’ 


-i5„= , ^ S,(<.) 

® STsCo) 

— 1 — «- , . S’o(e) 


La premiere de ces relations a ete d^montree (n'^ 21). Les 
autres s’en deduisent en tenant compte des formales relatives a 
I’addition d’une demi-periode, et en remarquant quo o^i, 0*25 o';} 
deviennent %ales a i pour w = o. 


n. — Fonctions snu^ cnii, dnw. 


83. D^finitionSc — Si Ton compare les miiUiplicateiirs des 
fonctions H{u) etQ(u) qui correspondent a la periode 2 K, puis a 
la periode 2 /K', on voit que les premiers sont egaux et de sigoe 
contraire, les derniers eganx et de ineme signe; il en resiiltc quo 

le quotient admet pour les memes periodes les inullipll- 

cateors — i et -f- i . 

Jacobi a ete conduit a consid^rer les quotients des fonctions 11, 
Hj, 01 par la fonction 0 . Posons 


sn u = A 


cn = B — — * - 


= G 


0 (^ 0 ’ 

0(77) 

©100 
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(On lit les premiers membres Sj /i, u puis c, n, u puis enfm 
/^, u en enongant successivement les trois lettres.) Determi- 
nons les facteurs constants A, B, G, de maniere que les trois 
fonctions prennent la valeur i la premiere pour u = K, les deux 
autres pour u = o\ nous aurons les egalites suivantes de definition 


sn It = 


s/k 




cn = 



Hr(u) 
e{ii) ' 


dnz^ = 


Qi(u ) 

Qiu)^ 


/T _ K) __ Hi(o) 
^ e(K; “ 0i(o)’ 




Q(o) 

&i{o) 


La fonction snt^ est seule impaire, les deux autres sont paires 
sn( — iL) r=i — cn( — ii)~q,wu^ c!n( — w) = dn^^. 


Cela resulte de ce que H(z^) seule est impaire, 74. 


84. Addition d^une periode ou d’une demi-periode. — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H,, 0 , 0 i donnent immediatemeni 


puis 


sn( -f- aK) = — sn 
cn( w sK) = — cnz^, 
dn(z6H-2K)= dnzzj 


sn(z^ 4- K) = 
cn(z 4 -r- K) = 

dn(zi H- K) = 


cn u 
dn u 
— k' sn 
dn li ^ 

k' 

<\nid 


sn(zf 4 - 2 t'K') = snzz, 
cn(zz ~h 2£K') = — cn u, 
dn(z^ 4“ 2 zK') = — dn zz, 

sn(zz -f- zK') = 


k sn u 


drill 

Cn{u -h iK ) = -rj; 


dn(zz 4- il\' ) ■ 


ik sn u 
cn Li 
i sn li 


/ , dn u 

sn ( Zi 4- Iv 4- z Iv ) = -j j 

^ ^ k cn It 


cn (zz. 4- K 4- zK') =r 

dn(zz4-K-4zIC) = 


k^ 


ik cn u 
ik' sn u 
cn zz 


85. Construction, a Faide des fonctions sn, cn, dn des fonctions 
elliptiques aux p^riodes 20 ) et 2 co' ou 2 K et 2 zK'» — Les fonctions 
sn«, cn«<, dn zf n’admettent pas les deusp6riodes aK et aZK'; par 
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exemple snu change de signe qaand u angmente de 2K. Mais il 
est aise de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiqiies 
admettant ces deux periodes : telles sent, par exemple, les deux 
fonctions 

sn-Uj snu enu dull, 

el, en general, toate fonclion rationnelie de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin que tonte fonction eJlip- 
liqiie aiix periodes aK et 2iK' pent s’exprimer rationnellement a 
Faide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut done, tout comme avec 
les fonctions p et p\ construire toutes les fonctions elliptiqucs 
aux periodes 2K et 2i:K'. 

86. Periodicite; zeros; poles des fonctions sn, cn, dn. — Les pe- 
riodes des trois fonctions se dednisent imm^diatement des rela- 
tions (i) 


snu adniet les deux periodes 41 ^ et 

cn )) » 4 K ct 2 K -h 2 FK', 

dnz4 )) » 2lvct4iK'. 


Les zeros de ces fonctions sont respeclivement ceiix do 11 (a), 
Hj ( a), 01 ( u) a savoir 


Zeros de snu 2mli~h'2ncK\ 

» caa (27>i-hi)K-f- 2/a’K', 

« dn77 (‘i/yt H- i)K + (li/i H- [j/K' : 


ce sont to us des zeros simples, 

Le^ poles des trois fonctions sont les memes : cc sont les zeros 
du denominatenr conimun 8(77). 

Poles de snu, mu et dnu.., 2 mK -h (^ 2 n -h i) iK', 

Ces poles sont simples. 

Si i’oa conslruit le reseau des parallelogrammes ayant pour 
sommets.les points 

wq •+• 2. 771 K. H- 2 nlK', 

chacune des trois foactions a un pdle et un z^ro dans chaque f)a- 
railelogramme. 
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87. Formule d’additioii preliminaireo — Nous obtiendrons 
immediatement les formules que nous avons en vue, en appli- 
quant les theoremes geaeraux, sur les fonctions elliptiques, prece- 
demment etablis. 

Gonsiderons les deux fonctions 

(5) snz^sn( 2 i — a), cnwcn(zi — a) — cua, 

oil a designe une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
periodiques aux periodes 2 K et Elies sont chacune dii 

second ordre, car elles admettent dans un parallelogramme des 
periodes deux poles simples, a savoir les zeros du produit 

0( u) Q{u — a), 

dont chaque facteur a un seul zero dans un parallelogramme. Les 
fonctions (5) ont done dans un parallelogramme des periodes 
deux zeros : ces deux zeros s’apercoivent immediatement; ce sont 
les points homologues de u = o, et ii = a. En effet, chacune des 
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de u. 

Les deux fonctions doublement periodiques (5) ayant m^mes 
zeros et memes infinis ne different que par un facteur constant; 
on a done 

cnwcn(zz; — a) — cna = A snzi sn(w — a), 

A designant un facteur constant. Ce facteur se determine en fai- 
sant u z=K; il vient alors 

A A 1 

— cna = A-i — 7 A= — dna. 

dll a 

En remplacant A par cette valeur dans I’identite precedente, on 
obtient la formule suivante d’ou nous deduirons toutes les autres 
formules d’addition 

( 6 ) cn a = cn w cn ( w — a) -h snu sn{u — a) dn a. 

88. Relations entre les fonctions snz^, enu, dnw. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a= o, on trouve 

sn2 u -h cn^u = i. 

Dans cette formule remplagons u par ii -h iKI, En tenant compte 

A- ET L. 


9 
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cn(w + iK') = — 


diiz^ 
i/c snu^ 


il vient 
on enfin 


I dn^z^ _ 

k^sn^ii k- sn^u ~~ ^ 

dn2 u -h k- sin- u~i. 


Ainsi deux des trois fonctions sn-u^ cn-u^ dn- w peuvent s’ex- 
primer lineairement en fonction de la troisieme. On a, par 
exemplcj 

cn2 ii = 1 — sn^z^, 
dn^zz =1 — A'2 sn^zz. 


89. Module. Module complementaire. — Dans la relation 
dn^zzH- A2 sn^zz = i, 

faisons u = }L; on a d’abord snK = i , puis la relation 

dii(uH-K)= A 
^ dn zz 

donne dnK = k' et I’on est conduit a cette consequence 

le nombre k s’appelle le module^ le nombre k' module comple- 
mentaire. 


90. Formules d^addition pour snzz et cnzz. — Dans la formule (6) 
posons az=.— v puis, dans le resultat ainsi obtenu, dcliangeons p 
et u \ nous trouvons 

j cnzzcn(zz-HP)-4- snzzdnp sn(zz 4- p) = Clip, 

] cnpcn(zz-{-p)4- sap dnzz. sn(zz-4 - p) = cnzz. 

Ces deux egalites vont nous donner sn(zzH-p) et cn(^zH- p) ex- 
primes a Taide de fonctions dont I’argument est u ou p. 

En les resolvant par rapport a sn(^^ + p)^ il vient 


( 8 ) 


sn(zz -+- p) = 


cn^zz — cn2p 
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On a ainsi une formule d’addition algebrique pour la fonction snz/. 
On I’ecrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numerateur s’obtient de suite en fonction de snii et 
de snp en remplacant cn-tz et cn-p par i — sn- et i — sn-e: 
le denominateur est une fonction irrationnelle de ces meines 
quantites. Si nous miiltiplions les deux termes par la quantite 
conjuguee du denominateur, nous troiivons 

(sn-Q — sn-u) jsnpcnw dnz^ -f- snii cnpdnuj 

sn( ! , 

sii2 ^ cii 2 II clii 2 — sn2 zi cn- p dn- p 

Le denominateur est une fonction entiere de sn-u et sn^p qui 
s’annule pour u:=zp-^ il doit done contenir en facteur sn- — sn- v . 
On a en effet 


sn2p — sn^zzen^p dn^p = (sn^p ^ sn2zz)(r — u sn2p); 

alors le facteur sn^ p — sn- u disparait etil reste 


(9J 


sn(z/ H- p) = 


sn zz cn p dn p -h sn p cn u dn zz 

I — k- sn-u sn2p 


On obtient de meme cn(z^ -j- p), en ^liminant sn{u + p) entre 
les deux equations (7). Effectuons le calcul : nous U'ouvons suc- 
cessivement 

, . snpcnpdnzz — snzzcnzzdnp 

cn(zz-i-p)= ; 

sn p cn zz dn zz — sn zz cn p dn p 

|snpcnpdn zz — sn zz cn zz dnp { jsnpcnzz dn zz-f-sn zz cn p dn p! 

cn ( zz -h p ) = — L . 

sn2p cn-u dn^zz — sn^zz cn^p dn^p 


Dans le second membre le numerateur developp6 est 

I sn2 p dn2 zz — sn^ zz dn^pj cn zz enp — sn zz snp dn zz dn p(cn2 zz — cn^p), 
oil 

(sn2p — sn2 zz) I enzz enp — snzz snp dn zz dnp j ; 
le denominateur, on Ta vu, pent s’ecrire 

(sn2p — sn2 zz)(i — k^ sn^ zz sn^p). 

On a done enfin 

, , cnzzcnp — snzz sn p dn zz dnp 

cn( zz -+- p) = 


(10) 


I — k- sn2 zz sn2 p 
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Formules F addition pour dnz^. — La formule (6) 

cn oc = cn M cn ( — a) -f- sn w sn( zz — a) dn a 


devientj en posant a ~ 

cn(zz -f- p) = cnzz cup — snzz sup dii(zz -h p). 

Cette relation donne dn(zz 4- en fonction de cn(zz ■+• t’) • en y 
remplacant cn(zz -f p) par Texpression (lo) que nous venons de 
trouver, elle donne, apres des reductions evidentes, 


ill) 


dQ(zz-!- p) = 


dn zz dn p — /c^ sn zz sn p cn iz cn p 
I — k- sn^ li sn-p 


On a ainsi les formules d’addition pour les trois fonctions sn, 
cn, dn. 


A litres formules. — Changeant dans ces formules o en — c, 
on en deduit les expressions de sn ( zz — p), cn ( zz — p), dn ( zz — (’). 
On a, par exemple, 


sn(zz — p) = 


sn zz cnp dn P — sn p cn zz dn ii 
I — /c2 sn2 zz sn2 p 


d’ou, en retranchanl de sn ( zz + p), 


(I2) 


sn(zz -h p) — sn(zz — p) = 


2sn p cn zz dn zz 


I — sn2 zz sn^p 

formule qui va nous servir a trouver la derivee de sn zz. 


91. Deriv^es des fonctions snzz, cnzz, diizz. Multiplicatenr. 

Pour avoir la derivee de snzz, il faut clierclier la limitc de 

sn(zz-{- A)— snzz / Tk i 

-pour h — 0 . Pour cela transforinons le numdra- 

teur comme on le fait dans la recherche de la derivee da sinus, 

en nous servant de la formule ( 12 ). Dans cette formule rempla- 

h h ^ 

cons zz par zz + - et P par cela donne 
2 2 

sn('M + A)— snt< _ 2 “ (“ f) (“ j) 

^ i — k^ sn2 ^ sn2 -+■ 
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Appelons g la limite du rapport quand u tend vers zero : 
h 

sn — 

alors tend vers g^ et on trouve, pour h = o, 

‘A 

d sn ii , 

— — =^cnz^clnz/. 
du 

Le nombre g se nomme multi plicateiir. 

92 . Expression du multiplicateur en f onction des periodes. Choix 
de periodes aK et telles que le multiplicateur soit egal a 

runite. — Nous avons a chercber la limite de quand u tend 
vers zero. D’apres la definition de snzz, on a 

H(rO 

snz4 __ 0i(o) u 
u Hi(o} ©(zzj ’ 

et nous sommes ramenes a cbercher la limite de — — - ; cette limite 

u 

pent se determiner a I’aide du produit simplement infini qul re- 
presente elle est egale a H'(o) et nous avons demontre 

(n° 79) la relation 

^H'(o)=Hi(o)0(o)0i(o). 


L’expression de g^ savoir 

e,(o) H-(o) 

^ Huo) 0 ( 0 ) ’ 

se simpHfie, si Ton remplace H'(o) par sa valeur tiree de la rela- 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donne par I’egalile 


Jusqu’ici les periodes 2 K et 2 ^K' ont ete prises arbitrairement 
et avec le meme degre de generalite que et 2 to'. Dans ce 
qui suit, a moins de specifier le contraire, nous supposerons K 
et K' cboisis de facon que g soit egal a i , c’est-a-dire nous sup- 
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poserons remplie la condition 



En tenant compte de cette condition, g — i, 1 equation qiii 
donne la derivee de snz^ devient 


— snw = cnu dnz4. 
dll 

Ainsi, a I’avenir, K et R' ne seront plus des quantites inddpen- 
daates : elles seront assujetties a verifier la condition ci-dessns. 


93. D^rivees suocessives. — En difFerentiant les expressions 
de cn- tt, dn- ii, savoir 

cn- u~i — sii2 
dn2 = 1 — sn2 u, 


on trouvera les derivees de cn^^, dn^^, 

Les derivees des trois fonctions sont donnees par les formiiles 

^ (sn w)= CI1Z4 dn w, 

( cn u ) = — sn dn , 

dll ^ 

d 

— (dn ^^) = — /c2 sn ii cn u. 

On pent aisement, en partant de ces formules, calculer les de- 
rivees successives de Tune des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les derivees de snu, des expressions de la forme 

durP^'^ (sni^) = ((2o H- ai sn'^u azsn^ii-h-. ap sn^Pu)cnii dn u, 
d-P 

(sn m) = (AoH- A jsn^zi + A2 sn^zi -l~. • •+ Ap sn^p z^)sn 
les coefficients etant des fonctions entieres de k. 


94. D^veloppements en series entieres. En appliquant la for- 
mule de Maclaurin aux trois fonctions snw, cn u, dnt< et en faisant 





? on trouve 




snu = u-- 2/toc — -- -h 4X:2(3 c2_|_ 3) 

[. 2.3 ^ ^ ^ 1.2.3.4.D 


. 8 X- 3 (o^ 3 _|_ 333 ,) 


iu= i i_ -i_(i_|- 4A*2) — _(i_4-44/e2_^i6j^-4) — 

I *2 1 .2.0.4 I .2. . .6 


cln u — i ■ 


X '2 




etl’on demontre que ces developpements sont valables qnand le 
module de u est raoindre que la distance de Torigine a celui des 
zeros de S(u) qui en est le plus rapproche. On voit qu’en ne~ 
gligeant u\ cnu pent etre remplace par cosz^ et dnu par cosku; 
de plus, en negligeant on pent remplacer snz^ par 

sin M / 1 4- A *2 


95. Derivees des fonctions inverses. Premiere idee de Tinver- 
sion a Taide des fonctions de Jacobi. — De meme qu’en Trigono- 
metric les derivees de sinz^ et cosz^ conduisent a celles des fonc- 
tions inverses arcsine et arccoso?, les resultats precedents nous 
fournissent les derivees des fonctions inverses de snz^, cnzz, dnz^. 
Soil par exemple 

(i 3 ) 2; = sn 

cette equation resolue par rapport a ii donne, pour zz, deux va- 
leurs dans un parallelogramme constriiit avec les periodes 4K. 
et 2 zK', car snzz est une fonction elliptique admettant ces deux 
periodes et admettant deux poles simples dans ce parallelogramme. 
L’une de ces valeurs etant appelee zz, I’autre est 2K — u; car 

sn(2K — u)— snu. 

Les racines de I’equation (i 3 ) foiunent done une double suite de 
valeurs 

zz -h 4 K 2 zizlC, 2 K — zz -H 4 K 4- 2 niK\ 
m et n designant des entiers. 

Nous appellerons plus specialement u celle de ces valeurs qui, 
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suivie par coatinuite. s’annule avec x et nous Tappellerons 

^^ = a^gsIla: 

(Fegalite precedente s'enonce : u egale argument sn^). 
Nous voulons calcLiler-^* Or (i3) donne 


Done 

(s5) 


^ = cn zi dn u = \/{i — — 

du 


du _ I 

dso ~ — — 


Telle est la derivee deargsn^; elle est algebrique comme celle de 
arcsin^r. Comme u et x s’anoiilent en meme temps, I’equa- 
tion (i5) donne par I’integration 


{i6; 


- r-T 

v/(i 


dx 


v/(l~-a72)(l — t-x-) 


Inversement, si Ton est en presence d’une equation dc cetle 
forme, on en conclura 


zz = argsna?, x=snii. 

C’est ce qu’on appelle faire Finversion de Fintegrale (i6). 
On trouve de meme 


d arg cn x 
dx 

d arg dii57 
dx 


I 


1 

± / (i — x '^ ) (x^ ~ k "^ ) 


L’integrale (i6) est appelee une integrale elliptique de pre- 
miere especC) sous la forme normale de Legendre. 


96. Degenerescence. — Les fonctions sn, cn, dn se reduisent a 
des fonctions circulaires on exponentielles lorsque k- est egal a o 
ou a I . 

k-~ 0 . L’equation (i6) devient alors 


u = 



dx 


^ l — X- 
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la fonction .it: = sn devient done x = sin u. Les fonctions 
cn u = dn u == \J i — u 


deviennent 


cnj^ = cosz^, dni^ = i. 


On pent verifier qn’alors les formules d’addition (9) et (10) se 
reduisent aux formules donnant sin(ti p), cos(t^ + p). 

2*^ k- = \. A.lors on a d’apres (16) 


d’ou 

puis 




^~Zl 

cc = sjiu= ; 

-T- e~~^^ 

cn u = dn = sj i — sn^ ii 


e-u 


97 . Eelation entre pit et snz^. — La fonction snu que nous voii- 
lons comparer k pu est celle dont le multiplicateur est egal a 
V unite ^ de sorte que, sil’on pose 


sn w, 


satisfail a I’equation differentielle 

cl 


du 


= \/(i — j (i — k- u- 


Alors les periodes 2K et 2iKI de la fonction sn®^^ ne sont pas ar- 
bitraires. Elies doivent satisfaire a la condition 


v/? = 




All contraire les periodes 2to et 210' de sont prises arbitraire- 
ment. ^On suppose seulement que dans le rapport ^ la partic reelle 
est positive.^ 

Considerons la fonction sn^y ou X est une constante; cette 
fonction admet comme periodes 2K.\ et sfKOv. On peut deter- 
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miner I, K, R' de fagon que les periodes de sn^ ^ aient des valeiirs 
donnees a I’avance aco et 2co'. Si Ton prend 

K tco’ 

la quantite q est conniie etlarelation entre K et K' determinera K. 
Au moyen de I’indetermiuee 1 on pourra satisfaire a la condition 

aKX = 20) 

K' 

etj en se reportant a la valeur de on trouvera 

= 20 )'. 

Prenons alors la fonction pu construite avec les deux pdriodes 
2&) et 2 to', et comparons-la a — ^ — > quiadmetles niemes periodes. 

Dans un parallelogramme de periodes contenant le point o, ces 
deux functions ont un seul pole, le point i« = o, qui est tin 
pole double. On a, de plus, quand u tend vers zero, 

lima^p zi = lim = i. 

Les deux fonctions ont done mtoe partie principale dans le voi- 
sinage de u = o et la difference 


est une fonction doublement periodique aux periodes 203, 2 to' qui 
reste finie dans un parallelogramme des periodes. Elle se r^dnit 
done a une constante G et Ton a 


pu — 


X.sn^“ 



Pour determiner la constante G, developpons en serie le premier 
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membre dans le voisinage de u = o. On a (n*^ 94) 

T-h 


I _ I 


sn w = - 

I 


I I -f- A'-s 


/ IH-A^ , \2 


— i— dll" 


et. d’autre part, 
Done 


PW = — • -4- 

U" 2 ^ . 5 


C=pu- 


I + A 2 


.w 3 X 2 


f _j_ /;2 

Faisant = o, on a C = d’oii la relation cherclie( 


pu=- 


3 X 2 
I-hA 2 


3X2 ‘ X2 U 


sn- 


On sail qiie y=zpu satisfalt a Tequation differentielle 

(^y = 4 (y — eOir — e,)(x ~ 63)= s'iy — s' 3 , 

avec les conditions 

ei = pto, 62 = P(^ Cl)'), e 3 =pci)'. 

Calculons 62? Cs en fonction de A'- et de).; pour 11 = 
^=K, snK=i, 

n- yt 2 I 

pour U = 0)^, ~ r:r iK', Sn(jK') = CO 

I -I- A2 ^ 

iW’ 


pour = to + to', 


| = K + jK', sn 



I 

A 


, I -4- A2 

e.2=p{ui -i-oj) = 


A 2 

X 2 * 
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Apres des reductions evidentes, on trouve les egalites 


= 



X-e,- — y— ^ 


X2 ^3 == — 


J-4-A2 
7; ? 


el on en dediiit 


X2=: 





^2 — ^3 

61—63' 


k'^ = 


6\ — 60 

61 — 63 ' 


Dans le cas particulier ou Ton consldere la fonction con- 
struite avec les periodes 2Ket elles-memes, on a X = i et 
la relation entre p et sn devient 




I 

sn^ u 




98 . Theor^me. — Toute fonction eUiptique aux periodes 
2K et %i¥J. est une fonction rationnelle de sn- u et de sa de- 
rwee 2 sn u cn u dn ii. 

En efTet nous avons demontre (n*^ 49 ) que toute fonction eliip- 
lique est une fonction rationnelle de p u et u. Commc la rela- 
tion ci-dessus donne 

, 2sni«cnwdnz^ 

^11 = , 

sn3 u 

on voit que la fonction consideree, exprim^e rationnellenaent en 
pu etp'i/, se transforme immediatement en une fonction ration- 
nelle de sn-i^ et de sa derivee. 

Si Ton considere en general une fonction elliptiquc avec des 
periodes quelconques 20) et 2 (o', elle est une fonction rationnelle 

de et p’ c’est-a-dire de et de sa ddrivee. 

99 . Developpements dev) et deTj'en s6rie, — Pour avoir un d<^‘- 
veloppement de rj en serie, nous partirons de la relation entre 'Qa 
et Zw demontree Chapitre II, n^^ 21 [equation (19)] et que nous 
recrivons ici 

~ u=zl^u — Zu. 

(0 ^ 

En prenant les derivdes des deux membres et en faisant ensuite 



= — -pu — Z w, 


^ = — 63— 

(U 

Z^co' pent s’obtenir en faisant it = o dans 

Z(aH-w)_ [h(k-hco')J - 



_ cl 


L H(7^ -4 to') J 

~ du 

_0 (m) J 


Or, da developpement en prodait infini de 0(z^) obtenu a a 
n° 78, savoir 


e(zt)=:A.^i — cos-^ -h ^ -f- j - . .. 


on deduit successivement 


e'(u) %'r. . -U f q q^ 

= — sm / i ^ 

0(ii) w CO ':ia . - TuW . 

^ ^ \ I — 2^ COS i -^2 f — 2^3 cos \-q^ 


cl 6'(u) y. . T.U 
= p sm — 


clu 0(^^) 


I — 2^COS— 1 _ 2^3 COS — 4- 


2 TT^ 71 W 

— COS , 

0)2 to 


P designant une fonction de it qui reste finie pour u = o. Done 


2 71^ ^ q^ 

(“ )- — qny- 


et, par suite, 


A „ .CO 

27 r 2 it : — 

^ ^ 7t — ’ q — e , 


o2 (t — 

/z = I, 3, 5, 


Pour avoir le developpement de r\^ dans I’egalite precMente, 


remplagons to et co' par to' et — to; ^ — ^ devient q^=. e 
de plus ^3 = p(to') devient e^ = p(w), et nous obtenons 


71 = I, 3j 5j .... 
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100. Examples de decomposition en elements simples et d’inte- 
gration. — 1 ° Prenons d’abord la fonction 

/( — gj^2 ^ — sn- a ’ 

ou a est line constante qui n’est pas de la forme mlv -f- 
Cette fonction est dii second ordre; elle adinet, dans im parallelo- 
gramme des periodes 2K et sfR', deux p 61 es simples homologues 
respectivement des points ^ a ei — a. Le residu A rclatif au pole 
u = a est 

u — a 

k = lim — ; ^ ? 

— sn-a 


pour ii = a. Lalimite de ce rapport s’obtient immediatement en 
prenant la limite du rapport des derivees 


2 sn a cn a dn a 

Le residu relatif a I’ autre pole u = — a est — A. On a done, en 
appelant B une constante, 

f(^u)=ik Z(it — a)— A Z(w. -H a)-h B, 
ou, en remplacant A par sa valeur, 


2sna cna dna 
— sn^a 


— Z ( if — a ) — Z ( ii ■+" (X ) G j 


C designant une autre constante. Nous determinons C en faisant 
11 = 0^ ce qui donne 


sna ^ ^ 


Cette valeur de C se simplifie si Ton se reporte a la definition 
de SD w, 

I H(£f) 
snw = — — 

s/k 

qui donne, en prenant les derivees logaritlimiques des deux 
membres, 

cult daw e'(u) 

snii ^ &(u)’ 



on a aonc en cnangeant u en a 


d’ou la formule definitive 


G = 


07 ^) 


(i8) 


2 sna cna dn <2 
sn-w — sn-a 


Z(w — a) — Z(u -r- a')-r- 


eU'a ) 

^ e(a)' 


Cette meme formule s’obtiendrait en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et le decomposant en elements 
simples. 

En integrant les deux membres par rapport a on a 


I 


2 sna cna dna 
sn- u — sn-a 


dll = Log 


ll(ic 'i- a ) 


e '(a) 
' ©(Cf) 


const. 


Ee meme en integrant les deux membres de la formule (i8) 
par rapport k a el remarquant que ssnacnadna est la derivee 
de sn-cz, on a 


Log(sn2a — s\i^ii) = LogH(a — u) — 2 Log0(a)-i- LogG, 

ni 

On en conclut ' 


C designant une constante relalivement a a. 


^ Hfa — H(« -f- ?/) 

sn^a — sn2w = G 7~t~\ 

e2(a) 


et, en faisant a = o, 


:02(O} 


I 02(o) 


H2(w) /c 0-(i^) 


D’ou la formule definitive 


sn^a — sn- u 


02(o) ll{a — u)}i{a^u) 
k 02(a) 02 (zi) ’ 


mettant en evidence les zeros et les poles du premier membre. 

^0 Proj)Osons-nous maintenant de decomposer en elements 
simples la fonction 

I 

sn^a^ 


qui admet, dans un parallelogramme des periodes, un pole double 
homologue du point u~o. Comme, dans le domaine du point 
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11 = 0. on a 


_i_ _ -L -j-fonction reguliere, 


sn- ii li- 


on aura 

(19) 


•Z'(«)-i-D, 


D designant une constanLe que nous allons determiner. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) u en u + TK', en nous 
rappelant les relations suivantes 

sn(ii -h iK') = 7— ^ — j 

^ ^ k sn a 

E{u iK')= ie ^0(z^), 

dont la seconde donne, en prenant les derivees logarithmiques, 

7/,. ' 1 ^ 


Z'(w H- iK') = 


d B'(u) 

dll 0(?i) 


D’apres cela, la relation (19) devient, par changement de //. 
en u -r ^K', 

du, 0(it) 

Faisant, dans cette derniere formule, u = o et remarquanl que 
0^(0)= o, car 0(z^) est paire, on a 


D = 


D’ou les deux formiiles 


€>"(0) 
0 ( 0 ) ’ 


(20) 


sn^B- 

da 0(zi) 0(o) 


On en deduit par I’integration 

r 7/ N ©"(0) 

/ — ^ = — Z(m) -h II — 


(0) 


const., 


m-udu-= — ^ O) n^jOl _|_ const 

0 (tt) + 
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Remarque, — La premiere des formules (20) peat se dedaire 
aussi comme cas limite de la formule (18). II suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2a et de faire 
Lendre a vers zero. 

101 . Notations d’Abel. — Dans son premier Memoire, Abel a 
designe par cp, F les fonctions sn, cn, dn. Plus lard, il a em- 
ploye la lettre A pour la fonction sn. Cette notation a ete adoptee 
par Briot et Bouquet, qui designent les trois fonctions sn, cn, dn 
par A, [A, V. 

sn li = A ( u ). cn = ;jl( ii), dn u = v ( u). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


1. Demontrer les formules suivantes, qui sont des consequences des for- 
mules d’additions : 


C) 


(*>•) 


sn(a-h6j-h sn(a — 5) = 


cn(a H- Z>) -T- cn (a — b) 


a sn a Q,nh dnb 
1 — k- sn^a sn2 6 
2 cna cnZ> 

1 — /c^ sn2<a sn2 b ’ 


2dnadnZ> 

dn(a-}-^)-f-dn(a — A) = ^ , 

^ ^ 1 — A^sn^asn-^ 


sii(a-f-6) sn(a — b) 


sn-a — sn- b 
— k^ sn^a sn2 b ’ 


7. / 7^ » dn2«dn2^ — /:'2 

ca(a+6)cn(a-6) = ^, 

k-cn~acn^b k'- 


dn(a -h b) dn(a — b) 


(3) sn(a 6) cn(a — sn(a — ^) cn(a -4- 6) 


I — k^ sn'^a sn^b 

2 sn a cna dn^> 


I — k- sn- a sn- b 


( 4 ) 


dn{a ~ b) — Q,n{a — b) _ dna cn^ — cii a dn Z? 

sn(a — b) ~ sna-hsnZ> ^ 

T -h dn(a — b) _ ^ sna cn Z> - 4 - sn Z) cna 


/c sn(a — b) 


dnZ> — dna 


A. ET L. 


10 
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Buplication de rargument. — Faisant p = zi dans les formules 
d'addition et ecrivant s. c, d k la place de sn u, cn zz, dii Uj il vient 


(ln‘2zz = 


2 scd 

I — 

l — “ A''2-i-2A'2c2—/c2c^- 

I ^ 2 /c-s--h /c- s’* Ic'- — 2 k'- d- -F- d'* 




I _ /:2 ^4 ~ /c'2 2 V 

En posant S = sn 2 zz, G = cn 2 Zi, D = dn 2 Zi, ces formules s’ecrivent 
i_G s^^d^- i-D A-2^2 c2 


D 


/^'2 52 


I -i- c 


C2 


i 4 _D~ d-^ D-i-C c-^d'^’ 

r — G r I — D 


i-^D /:2 i-hG 

D-f-G k'-^ i-D 


I -4- D “ /c2 D — G 
di=: = A-'’-,'" 


I -h G 


D — G 


Faisons zz = - K, alors S = i, G = o, D = A"'; done 


dn — == \/ k\ 
2 


K / I Ik / Id 

sn — = 4 / -T-, ^ cn - = 4 / p, , 

2 y i-\- Id 2 y 1-+- Id 

3. Demontrer la formule de decomposition en elements simples 

A-2sn<2c n adnas n2z^ _ e^(a) ^ ir0'(;^,_^) ©'(zzH-a)*] 


I — k~ sn2 a su2 u 


0(a) 2 


• a ) 0 ( zz — H a ) J 


Gette formule peut se deduire de celle du n“ 100 en y remplaQant u par 
ii -F- zK'. 

4. Verifier que Ton a 

sxiudu = Log(dnzz + k cn zz). 

Montrer qu’on peut de meme determiner les constantes zz, b, a', U de 
fagon que 

a y* cnzzz/zz = Log(snzz-+-a'dnzz), 


h J ' dn zz dll = Log(cn zz -F- b' sn zz). 


II suffit de differentier et d’identifier. 
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Un cas particulier des surfaces miniina. ~~ Un exercice interessant 
pour appliquerla differentiation cles fonctions elliptiques consiste a verifier 
que la surface decouverte par Schwarz (Gesaminelte mathematische 
Ahhancllungeji, vol. I, p. 77) 

cn:z7 -f- cnj" cn^ -i- cnx cny cn^ = o, 


avec le module /c~ -5 est une surface minimum dont la courbure totaie 
en cliaque point est nulle, satisfaisant, par consequent, a la condition 
(i H- — ‘ipqs 4- (i 4-/?-) ^ = o, 

p, cp 5, t ayant leurs significations ordinaires de derivees partielles de ^ 
par rapport a a?, y. Schwarz montre que cette condition equivaut a la 
suivante 


(r 4 - r — o.pqs -\-{\-~p-)t 




i-^p- 


/dX dY\ 


pi p2 

pi et P2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et Ton pose 


X: 








Le lecteur trouvera le detail du calcul cle verification dans FOuvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques^ p. 35 ; Garre, 1890. 


6. Deraontrer les relations 

02(0) Y{{u-\-a) H(a — a)= 02 (a) H2 (i^) H2 (a) 02 (w), 

02(0) 0(tt4-a) 0(?i— a) = 02(a) 02(a) — H2(a) H2(?4), 

= 0 f (a) 0 | ( u) — • Hf (a) Hf ( a), 

02(o) 0(zt4-a) 0(^^ — a) = 02(a) 02(a)4-H2(a)H2(a), 

H 2 (o) Hi(z^ 4 - a) Hi(z^ — a) = 0 ? (a) 0 f (a) — 02 (a) 
Hi(o)0i(a)0i(a)Hi(zi — a)-~ 0 i(o) Hi(a) FIi( a) 0 i ( a — a) 

= 0 ( 0 ) H(a) H(a) 0(a — a), 

Hi(a) 0(a) Hi(iO H(a) 0i(a) H(a) 0i(a) 

z= 0(o) Hi(o) Hi(a — a) 0(a 4 - a), 

II suffit de verifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un 
des membres par Fautre est une function de u admettant les periodes 2K 
et et restant finie quel que soil u. Ce quotient est alors une con- 
stante que Fon determine en donnant a ii une valeur particuliere. 
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£T0DE DES VALEDRS RiELLES DE snrt, cnu, dau, QUAND K ET K' 
SONT RfiELS. APPLICATIONS. 


Nous nous proposons, en vue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une etude analogue a cello que nous avons 
faite pour dans le Chapitre III. Nous supposerons, comme 

dans ce Chapitre, que m et j sont reels, ce qui revient a sup- 
poser K et K' reels. 


1. — K ET K' REELS. 


102. Le module est reel et moindre que i. — La serie qui de~ 
finit k et k* montre que, K et K' etant reels, A' et k' le sont aiissi. 
Comme on a 

le module A* et le module complementaire k' sont reels et plus 
pelits que i . 


103. Argument reel. — Considerons d’abordla fonclion 

I E(u) 

Z = SUU = — — - • 

s/k 


Quand u varie en restant reel de o a K, est r^el puisque, 
dans les developpements en s^rie trigonometrique de H (u) et 0 (w), 
tout est reel; dans cet intervalle ^ yarie d’une maniere continue, 
puisque 0(z/) a pour racines (a/z + De plus, la 

derivee 

dz 

— = cn w daw 

dll 


garde un signe constant, puisque les fonctions 
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0(«) lie s'aanulent pour aucune valeur comprise entre o et K ; 
cette derivee est egale a i pour m o; done elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snu est croissaiite : elle est 
iiulle pour zz = o et egale a i pour u — K. 

De la variation de snzz, on deduitcelle de enzz et dnzz, quand ii 
varie de o a K. En effet 

enu — ^ I — sn- ii 

varie de i a o, et 

(In = y/i — k- sn - a 

varie de i k k' . 

On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout in- 
tervalle reel en se rappelant que snzz est impaire, que enzz et dnzz 
sont paires, et que Ton a 

sn ( H- 2 K) = — sn u, 
cn ( iz -T- aK) = — cn u, 
dn(zz-i-2K)= (Inw. 

104. Argument de la forme v h- zK', p reel. — L’egalite 

sn(p -f- z'K') = -7—^ — 

/c sn p 

donne immediatement la variation de snzz quand 

zt = p -h zK' 

et que p varie de o a K. Comme snp croit de o a i , sn(p -j- zK') 

decroit de -j- cc a | - 
fc 

Les fonctions 

cn zz = y/i — sn- u, dn zz = / 1 — k- sn'- u 
sont purement imaginaires pour ces valeurs de zz. 

lOo. Argument purement imaginaire. — Les series trigono- 
rnetriques definissant H, 0, montrent immediatement que, 

zz etant I’eel, H(zzz) est purement imaginaire; 0(z;zz), H^(^^z) et 
0i(zzz) sont reels. Done, snzzz est purement imaginaire; cnzzz el 
dnzzz sont reels. 
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Pour etudier les variations de ces fonctions et meltre ces pro- 
prietes en evidence, nous nous servirons des formules du n” 80, 

relatives a Fechange de K et K'. 

Ces formules permettent de ramener les fonctions sniu, emu, 
dniu, construites avec les periodes aK et 2 Hi', a d’autres fonc- 
tions snf^, enu, dnic, construites avec les periodes aK' et atK. 
On a par definition 

e,(o) H(«) 

= 0t«} 

Transforinons sn/t^ en nous servant des formules suivantes de- 

montrees n° 80 

T.n° 

tK') = A.£H(iflIv', iK), 
e ^K') = A K^, iK) ; 


nous avons d'aLord 


H(zw!K, zK') __ . H(^4|K^ f'K) 
0 ( cu I K, i K') ^ Hi ( ^^ I K', i K ) 


puis, d’une maniere analogue, 


0i(o|K, iK') ^ 0l(QlK^ iK) 

Hi(o|K, iK') ^ 0 (o|K' 5 ilv) ’ 

et nous deduisons de la 

, .sn(z^|K', iK) 

sn{iii\Kj iK') = i — 

^ cn(zi|Kj iK) 

en designant par sn(?^lK, iK^) la function sn?i construiie avec les 
periodes 2 K et 2 iK' et par sn(rijK', iK) celle qui s’en deduit en 
echangeant K et 

En raisonnant de meme et en emplojant des notations analogues 
on demon trerait les deux, autres formules 


ca(ia]Kj iK') : 


cii(iilK', i'K)’ 




Ainsi, quand u est reel, la fonction sniu prend des 
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purement imaginaires, tandis queen et^dnzw soul reels. II serait 
facile de suivre les variations de ces dernieres fonctions : il suffi- 
rait pour cela d’etudier leurs variations quand ii varie de o a 
Ainsi la fonction cn(z/[K^, fK) varie de i a o, d’apres ce qu’on a 
vupour Jes argumenis reels; donccn(z«]K, iK^) croit de i a-H^* 


106. Argument de la forme K 4 - zn. it reel. — Prenons inainte- 
nant im argument de la forme K-f-fw en supposantque u est reel 
el croit de o a K. On a d'abord 


sn(K -i- in) 


cn(£w ) _ 
dn(m; ^ 


puisj en se servant des formules precedentes et mettant les periodes 
en evidence, on troiive 


sn(K 


ziij K, iK') = 


T 

dn( z^|K', iK) 


La fonction est done reelle et varie d’une maniere continue 
quand u varie de o a K', e’est-a-dire de o a la demi-peri ode reelle 
de la fonction dn qui figure an denominateur. Appelons pour iin 
instant le module des fonctions elliptiques sn(z^|K', fK), 
cn(?/ |K^ fK), dn(z/ iK', iK) : nous avons vu que, quand u varie 
de o a la demi-periode reelle K', sn(z^|K', fK) croit de o a i, 
dn(?/|K^, fK) decroit constamment de i a y/i — k\. Done, quand u 
croit de 0 a K^, la fonction 

sn(K H- m|K, t’K') 


croit constamment de 1 a — 

/i - Af 

On peut trouver directement les valeurs extremes de la fonc- 
tion : pour u = o^ elle est egale a i puisque snivel; quand 

u = K^, elle devient egale a ^ ? comme le montre la formule 

sn ( p -4- i KM = 7-^^ — ? 

^ Asnp 

dans laquelle on fait ^ — R. On doit done avoir 

V I — k-i 
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Le module des fonctions nouvelles sn(z^iK', iK), ... est 
done k\ 


107. Resume. — Les resultats precedents peiivent se resumer 
ainsi. Soient Of deux axes rectangulaires : prenons sur Ox 
OA=Kj sur Ofj OB = K'et soit C le quatrieme sommet du rec- 
tangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont I’affixe est u decrit successivement les 

cotes OA, AC, CB, la valeur de sna varie de o a i, de i ay > puis 

de y a — cc 

« 0 A G B 


On formerait de meme pour enz^ et dni:/ les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les cutes dii 
rectangle OACB : 

u A 0 B 

cai£ o 1 OD 


u G A 0 B 

dn ££ 0 k' I cc 


Fig. 7. 


y 

B 

C 


0 

A a? 


1 


108. Expression des periodes par des integrales definies. — La 
fonction 


z = snu 


satisfait a i’equation 
qui peut s’ecrire 


difTerentielle 


dz 

du 


enw dn w, 
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•^uand u varie de o a K, est reel et crojt constamment de o 
a I (n® 103); on a done 



clz 


y 


D’autre part, si Fon pose 

zz = K -T- it 


et si Ton fait varier ^ de o a K', snu croit constamment de 
on en deduit 


1 



Or, en faisant le changement de variable 


1 



Fintegrale devient 



est done determine par I’egalite 



(Iz 




On voit que est defini a Faide du module complemenlaire 
comme K est defini a Faide du module k\ par suite, quand on 
remplace k par A*', on echange par la meme K et C’est, sous 
line autre forme, le resultat que nous avons deja trouve, quand 
nous avons vu que le module des fonctions sn(?<j|K', fK), ... est 
egal a A'. 


109. Relations entre K, K' et k. — Les deux quantites K et K', 
exprimees sous forme d’integrales definies 


(0 

ou 


K = 



\/(i 


dz 






A'2=l — /c2 
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apparaissent conime des fonctions de la seule qiianlite k. Elies 
sont done liees par une relation et ne sent pas indep andantes. 
Cette relation est celle que Ton a etablie, entre K et K', pour 
rendre le miiltiplicateur 

, . sn u 

^ z= lim , pour u = 0, 


egal a i. Cette relation peut s’ecrire (n"' 92) 


(‘>0 



0l(o). 


Ainsi les fonctions K et de definies par les relations ( 1 ), 
verifient cette relation. 

Les fonctions sn, cn, dn, conslruites avec K et ?‘K^, sont done 
deterininees des qu’on connait k. Aussi, an lieu de les ecrirc 
sn(«|K, les ecrit-on plus simplement sn(?/, k), cx\[u, /:), 
dn(?^, k). Par le cliangement de k en k\ K et K' s’ecliangcnt. 

Les fonctions sn(^/[K', iJL), ... s’ecriront done sn(^^, //), 
cn(?^, k'), dn(?^, /d). Avec ces notations, les fornuiles 6lablies 
plus haul pour Pargument purement imaginaire s’ecrivenl 


sn (ill, k) = 


.sn(zt, k') 
cn(u, k'Y 


cn(iu, k) — 


r 

cn(z4, k' )' 


(in(iu, /') = 


(ln(w,, k’) 
en{u, k' ) 


Par exemple, si Ton se place dans iin cas de degdnerescence 
(n^ 96), A'=:o, on a/i''=i, etla deuxieme formule donne 


en -f- 

cosia = 


Le module k peut prendre une xaleur reelle quelconquc com- 
prise entre 0 et i. En effet, dans la tlieorie que nous venous de 
developper, nous avons vu que, les deux quantit(3s reelles et 
positives K et K' etant choisies de fagon a verifier r^quallon ( 2 ), 
le multiplicateur est egal a i, et le module k donne par 

Jk = -Ha - ttE 

Bi(0) ’ 
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nous avons demontre ensuite qiie le module complemenlaire k' 
s’obtient en permutant K et ce qui donne 




O-VYo- 




■'i.ql + o.ql- 


9o = 


_K 

"K' 


Quand le rapport est nul, q = o, k=o\ quand ce rapport 

est infini, q^ = k' — k = i. Done, le rapport variant de o 

a oD, A' varie de o a 1 5 il passe par toutes les valeurs inferieures a i . 
D’apres la tlieorie que nous avons developpee, les determinations 
de K et qui font acquerir a k une de ces valeurs sont donnees 
paries integrales definies (i). 


HO. Inversion. — Supposons que, k etant un nombre moindre 
que I, on ait trouve entre ii et z- une relation de la forftie 


(3) 



dz 


nt — --)(! — A---) 


On calculera les demi-periodes K et par les integrales de- 
finies (i). On construira ensuite les fonctions H, 0 , H^, 0 i , 
sn(u, k), cn{a^ A), dn(z/, k) correspondantes, et Ton aura 


u = arg sn^, 


^ = sn u, 


y/i _ -2 z= cn zz, /i — A '-^2 — (In 


On aura ainsi realise ce qu’on appelle de I'inte- 

grale (3). 


IH. Expression de K par une serie hypergeometrique. — Dans 
la formule qui definit K par une integrale definie, laisons 
== sincp : on aura 

-K 

K— r (i — A*2 sin-cp) 2 ^cp. 

Developpons, par la formule du binome, la quantite sous le 
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sigiie cFlntegralion 


(I 


A- sin- o') - 



I.3.3.. .271 f 

a.4.6...2/i 


n = l 

D'apres une formule due a Wallis et facile a verifierj on a 


1 .3. 5. . .2/2 — I 
2 . 4 • 6 . . . 2 /i 




r 2 , r-3.5. . . 2 / 2 — r 

/ sin 2 "o = — 

/ * * 2 2 . 4 - 6 ... 2/2 

Done enfin 

La serie ainsi obtenue est un cas particulier de la seric hyper- 
geometrique de Gauss 

3 ^ . 3 :(a 4 -i)j 3 (| 3 + r) , 

v,^) = . + -- + — — 

On a, en efiet, 

I, aA. 

2 \ 2 2 / 


1 12 . Valeurs reelles de pu, dans le cas oil to et y sont reels, ratta- 
cliees a celles de sn^/^. — Supposons qiie la fonction 33^2 soil con- 
struite avec deuxperiodes 203 et 20)' telles que 03 et ^ soient reels. 

Nous avons etudle ce cas en detail. Nous pouvons, a titre d’excr- 
cice, rattacher les resultats que nous avons oblenus a ceux da 
present paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc- 
lions p et sn. Nous avons trouve en general 


pu = ^ 


I-h A 2 
3 A 2 


1 - sn 2 ^ 


avec 


2 KA=2tO, 2tK'X==2to', 


/J-. 


^i — es Cl — eg 

Dans le cas actuel, le polynome 


A-' 2 = 2 zi£i. 
e, — fis 


4 -*— ^ 2 -z — ^3 



a ses racmes reelles ^ le discriminant 

\ P‘3 fyl 

est posilif. De plus, ej > > <?3. Alors A-> o; la valeur de k- 

est reelle et comprise entre o et i; les periodes 2K et ‘liYJ de la 
foQclion sn-z4 sont, la premiere reelle, la seconde purement ima- 
ginaire. D’apres cela quand u est reel, pu est evidemment reel. 
Nous avons vu (n^ S 4 ) que, Fargument u elant purement ima- 
ginaire, pz/ est encore reel; cela resulte de la formule 

^3)= — — ^3)- 

Nous aliens verifier cette formule en nous servant de Tegalite qui 
ramene a la fonction sn-z^. Cherchons Fexpression de 

p(«; — ^3)* 

Quand on change en — g^^ dans Fequation 

^ 2 ^— ^3= 0, 

on change les signes des trois racines e\, ^2, on, en precisant, 
si (?i, (?2j ^3 sont les racines de Tequation precedente rangees par 
ordre de grandeur decroissante, les racines de Fequation 

^ 2 jK-^^ 3 = O, 

rangees aussi par ordre de grandeur decroissante, serorit 

<?i=— ^3, e 2 = — ^ 2 , e'i = — ei: 

le carre du module de p(^^, g2 — g'z) ^st egal a 

<^2 ^2 

e'l — 63 ei—ez 

On voit que e’est le carre du complement du module de la fonc- 
lion p(t^; 5*2, ^3); le multiplicaleurdep(i^; 50, — ^3) est 

X'2= r --r = — ^ = 

ei — «3 ei—es 

il esl le m^me que pour la fonction p(m; gi, gs). 

En resume, changer gs en — gs rerient a changer A en A’, et 
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I -4- I 

p!'«; ^25 — os) — — 3'^^2 ' 12 fu 

snM T7 


!a formiile a verifier 

o2j* 3) = — p(^^3‘ &2, — &z) 

eqiiivaiit a celle-ci 


1 4- k- I I 


1 4- /f I I 


/ kf' 7 \ 


3X2 

A- ,/tt /.A 

»- *) 



say-^,/y 


oil, en tenant compte de la relation k- + /d- = i et en posant y — r 


iYi-{w,k) ' sn2((;, /u') 

celte eealite resiilte immediateiiient de la formiile suivante, de- 


mon tree ail n‘’ lOo 


/sn(p, /c') 


Variation des valeurs j'eelles de pu. — Partons de la for- 
miile 

. . ^1 — ^3 


p = 63 4- 


•“•a 


Quand y croit de 0 a K, snycroit de o a i; en memo temps a 
croit de 0 a w et pa decroit de -p- od a ej, . 

Si Ton pose y = K -f- et si Ton fait varier ^ de o a sn- - 


vane de 1 a ^ ; en meme temps, on a 


= 0) 4- Iti ; 


ti croissant par valeurs reelles de o a to^, ,pa va constamment en 
decroissant depiiis jusqu’a eo. 

Si Ton pose y = iK! 1 et si Ton fait croitre ^ de 0 a K, sn- ^ 
decroit de a? a en m^me temps, on a 

a = (0 4~ ) 
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ti croissant par valeurs reelles de o a cd, pu croit conslamnient de 
a ^2* 

Enfin posons u ic, faisons croitre t de o a ^ et servons-noiis 
de la formule 

.^^2, ^3) = — pi; ^^2, — ^3). 

Les periodes de la fonction ecrite an second membre sont ^ 
et puisqu’en changeant le signe de ^3 on change k en /d, par 
suite K en K.', par suite to et 0/ en y et zco. D’aprcs cela, qiiand t 
varie de 0 a nous sommes dans un cas deja etudie; p(u ; g-o, — gs) 
decroit de i’infini a la plus grande des racines de reqiiation 

c’est-a-dire — Ainsi, t variant de o a p(^; g:>7 decroit 

de -i-co a — <?3 et par suite go? ) ei’oit de co a 

En resume : 

i*’ Quand u croit par valeurs reelles de o a to, pu decroit de 
-f- 00 a ; 

2*^ Quand on a = co -h it et que t croit par valeurs reelles 
de 0 a jow decroit de ej a ^2; 

3® Quand on a u-=.bJ-\~t et que t croit par valeurs reelles 
de o a CO, croit de a ; 

4 *^ Quand on a u ~ it et que t croit par valeurs reelles de 0 
a — j pa croit de — co a 63 . 

Cette discussion a ete resumee an n® 57 . Nous pou vons d abord 
en tirer cette conclusion qiiepz^ passe par toute valeur j'eeLie. 
D’aillenrs I’equation 

pti — pp = o, 

n’a que deuK racines dans un parallelogramme des periodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement perio- 
dique admeltant zero comme pole double et n admettant pas 
d’autres poles dans un parallelogramme des periodes qui contient 
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zero. Les deux racines sont evidemmenl, a des multiples pres 
des periodes, egales a + p et — 

Nous avons ainsi defini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la foncllon p u est reelle. 

Etude de laderEee pour les valeurs qui rendent la fo net ion 
reelle, — D’apres Pequation 

= 4 (p« — ei)(pzi — — 6^3), 

la de^iveep'^^ est reelle quand est superieure a ou comprise 
cnLre ^2 et ^3; elle est purenient imaginaire dans les autres cas. 
VojonSj avec plus de details, comment se comportela derivee dans 
les cas examines dans le paragraphe precedent : 

Quand u croit de 0 ato, pu decroit constamment ; la derivee 
est reelle et negative; 

Quand on a z/ = co it et que t croit de 0 a y 5 pu decroit 
constamment, p! u estpurement imaginaire, la derivee de pa par 
rapport a t est negative; cette derivee est ipUi, ainsi est 
positive; 

Quand on a w = et que t croit de o a to, croit 

constamment, p' a est reelle et positive, 

Dans chaciin des cas precedents on a examine seulement un iii- 
tervalle correspondant a une demi-periode. En se servant de ce 
que la fonction pu est paire et admet les periodes 2 to, 2 to', on 
verifiera sans peine le resultat siiivant, se rapporlant aux cas od p a 
est reelle ; 

La derivee change de signe quand la partie reelle de a passe 
par un multiple de to ou quand le coefficient de i passe par im 

multiple de • 


11. — Biquadratique gauche. Surface des ondes. 

113 . Equations de la biquadratique. — La courbe defmie par 
les equations 


:o 


a? = sn ii. 
y — cn u. 
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dans lesqiielles u designe un parametre variable, est rintersection 
de deux surfaces du second degre, puisque Ton a enlre cc, y, z les 
deux relations 

/= -^y- — i = o, 

cp = -^z^~-i = o 

et, d’autre part, on pent toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener a cette forme les equations d’une biquadra- 
tique gauche. Nous allons indiquer les proprietes les plus simples 
de cette courbe, en nous servant de la representation parametrique 
precedente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix 
d’un systeme de periodes qui appartiennent a la fois aux trois 
functions sn?4, cnzz, dnz£. Or ces trois fonctions admettent toutes 
les trois les deux periodes 4 K Envisagees a ce point de 

vue, ce sont des fonctions elliptiqxies que Ton pourrait exprimer 
rationnellement al’aide de la fonclion p(z4j2R, construite 

avec ces mdmes periodes, et de la derivee de cette fonction. 

Soil P un parallelogramme des periodes 4K- et construit 

SLir les deux periodes communes a sni4, cnzz, dnz£. Nous allons 
montrer d’abord qu’a cliaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (i) font correspondre une seule valeur de u dans le paralle- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 

X = Xx', 

nous obtiendrons quatre points Mi, M2, M3, M.,, en associant a 
x = les quatre systemes de valeurs 

y =ziz\/ ] — xi, ^=±:/i — k-xi- 
D’autre part, Tequation x = Xi donne 

sn£4 — Xi = o, 

la fonction elliptique snu — Xi ayant dans le parallelogramme P 
des periodes 4K- et 4fK-^ quatre poles simples, a savoir les poles 
de sn£4, y possede quatre zeros U2, u^, Si Ton prend suc- 
cessivement ces quatre valeurs de a chacune d’elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x = X\, On obtient ainsi d’une 
autre maniere les quatre points Mi, Mo, M3, M4. Si alors on fait 

A. ET L. II 
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choix d’lm de ces points, le point Mi, par exemple, il lui corres- 
pond dans le parallelogramme P line seule valeur de u, la yaleur 
u=iu. Done a un point RD de la biquadratique correspond, 
dans P, line seule Yaleiir Ui de u t dans le plan tout entier sur 
iequel on figure la variable u, il correspond an point une 
infinite de valeurs de u donnees par la formule 

Il = III -f- 4 lx 4 K , 

m el n entiers. On a done une representation parametrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque. — Si Ton se donne la valeur de :r, ^ et si 

Ton appelle Ui Tune des racines de requation snu~Xi = o dans P, 
les autres ^^2, ^^3, sont donnees par 

sn — sa zii = o ; 


elles sont homologues des points 

2K--Z/1, 2iK'-+-ui, 2Kh-2iK'— U i. 

H 4 . Forme de la courbe. — On apergoit immddiatement la 
forme de la courbe, en remarquant qu’elle est symetrique par rap- 
port aux plans de coordonnees, et qu’elle se projette sur xOy 
suivant un cercle, sur ^ 0 ^ suivant une ellipse, sur j/'O^j suivant 
line hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier Targument pour ob- 
tenir tous les points reels de la courbe \ x ei y etant supposes r^els, 
la relation 

x--^y-=. I 

moDtre que chacune des quantiles sn- cn^aest plus petite que i 
et Ton en conclut que u est reel, a des multiples pres des quan tiles 
2K et 2iK!. 

Les formules relatives a la periodicite des fonctions sn, cn, dn 
font voir que les points u et -f-aKsont symetriques par rapport 
a I’axe 0 ;j ; les points u et u + at’K' sont symetriques par rapport 
a Faxe 0 :r. 

Il suffit done deja de faire varier w de 0 a 2K. De plus les for- 



cn(2K — It — cn ii, 
dnC 'iK — tt dn^^ 

monlrent qiie les points u et 2 K — u sont symetriqiies par rap- 
port au plan des zx, Nousferons done varier u sealement depuis o 
jasqii’aK. Nous obtenons ainsi un arc BA de la courbe sitae aii- 
dessiis du plan des xy, alianl d’un sommet sitiie dans le plan 
desy^ a im sommet situe dans le plan des zx, II reste ensuite a 
completer la courbe en se servant des sjme tries indiquees. 

llo. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un mtoe plan. — L'eqiialion que determine les parametres des 
points d’intersection de la courbe avec le plan 

A X -T- B )' C ^ — D =0 

est 

(2) A sn z/ B cn u -f- G dn -f- D = o. 

Le premier membre est une fonclion doublement periodique aux 
periodes 4K et admettant dans nn parallelogramme des pe- 
riodes quatre infinis qui sont les zeros de ^{u)^ par exemple les 
points 

iK', iK'-f-aK, — i'K', — /K'-i-‘2K. 

La fonction ( 2 ) a done dans im parallelogramme quatre zeros 
U\^ U 21 ^^4 correspondant aux quatre points d’intersection du 

j^lan avec la courbe. La somme des zeros ne dilFere de la somme 
des infinis que par des multiples des periodes 4 K et 4 : on a 

done 

( 3 ) Ui u-i -t- u-i = 4 ril K -f- 4 niYJ, 

m et n entiers. Cette condition necessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois 
points enligne droite sur une cubique plane (n°59). 

Plans hitangents inenes par une tangente donnee. — Soit 
le parametre du point de contact Mi de la tangente donnee et u le 
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paranietre dii deuxieme point de contact M, on a 

-T- o = 47 ?iK-+- 4^tK'j 
u = — z£i + 2 7?2 K -i- 2 ni K\ 

Comme deux valeurs de ii qui ne difSferent qiie par des multiples 
de 4K et 4 iK^ donnent le meme point, il soffit de donner a chaciin 
des nombres enliers m et n les valeurs o et i et, par suite de 
considerer qiialre valeurs de Uj savoir 

— Z£l, — ZZl -r- 2 K, — ZZl -f- 2 t 2 K H- 2 iK^. 

11 y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en Mj ; les points de contact sont les sjmetriques du point M, par 
rapport aux trois plans de coordonnees et par rapport a I’origine. 
On voit de plus que les quatre plans bi tangents menes par la 
tangente en Mi sont les plans tangents aux quatre cones du second 
ordre passant par la biquadratique (trois de ces cones se reduisent 
ici a des cjlindres). 

II est facile de deduire de la que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents menes par la tangente en reste 
fixe qiiand le point se deplace siir la courbe^ En effet, les 
equations des quatre cones sont 

0 = Z-— I = o, 

cp — 

?— / = 0 - 

Les equations des plans tangents au point Mi sont de la forme 

P = o, Q-_A--P = o, 

Q = o, Q- p =o; 

le rapport anharmonique de ces quatre plans est egal a k'K Ii est 
constant et Ton voit que sa valeur donne le carre du module des 
fonetJons ellipliques qui out servi a la represen talion parame- 
trique. 

Si 1 on prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
^tant au point M, de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace m^ de la tangente en M, ; les plans que Ton pent 
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mener par cette tangente et les tangenles a la coiirbe de Fespace 
ont pour traces les tangentes a la cubiqiie nienees par le point . 
D’ou ce tlieoreme : 

Dun point pi'is sur une ciibiqiie on pent encore mener quatre 
tangentes a la cubiqiie et le rapport anharmonicque de ces 
quatre tangentes est constant- 

Points de rencontre de deux tangentes d la bicqiiadra- 
tique. — D'apres ce que nous venons de voir, si deux tangentes 
sont dans un meme plan et ne sont pas paralleles, leiir point de 
rencontre est situe dans Fun des plans de coordonnees. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situes dans le plan x=o^ 
par exemple, il suffit de cliercher la courbe decrite dans ce plan 
par la trace delatangente en un point variable dela biquadratique. 
On trouve sans peine que ce lieu pent etre represente par les 
equations 

_ T T 

^ ~~ cn id dnu^ 

et qu’il est du quatrienie degre. 

Cette ligne et les lignes analogues situees dans les autres plans 
de coordonnees et le plan de Finfini sont les lignes doubles de la 
surface du buitieme ordre engendree par les tangentes a la biqua- 
dratique. 


HQ. Plans osculateurs menes a la courbe par un point de la 
courbe. — Supposons que Irois des quatre points d’intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les 
parametres de ces quatre points devient 


ou bien 


III ■+■ 3 II = ^ mli -h niK' 


III m 11 ^ 

_ + _4K+34.K. 


II suffit de donner a chacun des nombres entiers ni et n les valeurs 
o, I, 2. II y a done neuf plans osculateurs menes a la courbe, par 
le point M^. Quand on projette la courbe, le point de vue etant 
enM^, les traces de ces plans deviennent les tangentes d’inflexion 
de la cubiqiie. 
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Plans siu'osculateurs. — Si les quatre points d intersection 
de la coiirbe avec iin plan viennenl se confondre, la relation entre 
les parainetres de ces quatre points devient 


ou bien 


4?^ = 4772K-I- ^niii! 
u = 7?iK -h niK\ 


Chacun des entiers ?n et n pouvant prendre quatre valeurs o, i, 
2, 3 , on trouve i 6 points. Ces points sont les somniets de la 
courbe : iin des plans correspondants est la limite d’un plan bi- 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 


117 . Determination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considerons une corde joignant deux points 
quelconqnes i\b , de la biquadratique ; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gaucbe et admettant Mi 
comme generatrice rectiligne. Si I’on mene un plan par la corde 
MiMoCt si Mp Mo sont les deux noiiveaux points d’intersection 
de la courbe par ce plan, la droite M' est une generatrice de 
la surface S et une generatrice du second systeme, en appelant 
premier systeme celui aiiquel appartient la droite Mi Mo. En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
Ml, Mo, Mp M'o sont dans un m^me plan 

Ui -f- u-i -h u\ 4- ii'o = 4 ni K -I- 4 ri i K^, 

on voit qu’ 7 // 2 e genh'atrice d'un systeme determine de S ren- 
contre La biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La valeiir de la constante change senlement de signe cjiiand on 
passe d’un systeme de generatrices a Tautre pour une meme surface 
du second ordre; elle est egale a une demi-periode o, 2K, 2flU, 
ou 2K-l-2iK^ quand la surface est Fun des quatre cones du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous aliens considerer des polygenes dont 
les cotes sont des generatrices d’une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition pour qu’un polygone ainsi defini se ferme. 

Les arguments de deux sommets consecutifs sont lies par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux 
systemes de generatrices, 

Zll -H II2 = C, 

— Z£3)= G, 

Uz-r- U'^ = G, 

ZZ3)= G, 


le signe de congruence = signifiant que I’egalite a lieu a des mul- 
tiples pres des periodes 4K. et Si I’on veut, par exemple, 

avoir un quadrilatere, on exprimera que ne difFere de que 
par des multiples des periodes 4Ki et 4iK^- En ajoutant membre 
a membre les equations precedentes on trouve 

4 G = 4 K -r- 4 ni K', 

C doit etre un quart de periode. Les quadrilateres ne se ferment 
que si la surface consideree correspond a une telle determination 
de C et ils se ferment toujours pour une surface ainsi definie. 

II resulte de ce qui precede qu’une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caracterisee par un argument 
elliptique defini au signe pres. 

118. Equation de la surface des ondes. — Cette surface pent 
etre definie de la facon suivante. fitant donne un ellipsoide qui, 
rapporte a trois axes rectangulaires, a pour equation 



on le coupe par un plan variable passant par le centre 
Kx -{- By -i- G^ = 0 

et, sur la normale au plan menee par le centre, on porte a partir de 
ce point des longueurs egales aux axes de la section. 

L’equation qui donne les longueurs des axes de la section est 

a2A2 fi2B2 y2G2 

' 1 1 i r= 0. 

/.2_a2 ^ ^ 7-2- 
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Pour Tun des points r, ^ correspondant an plan A, B, C on a 


- Z - i 

A"B G’ 


r"-, 


de sorte que I’equation de la surface est 


02^2 


T- 




2 — a- 5 ?--hjK 2 _L_; 


x^-^-y- 


En chassant les denominateurs et en supprimant le facteur 
x--^y--\- Z' on obtient 


(ar2-hj2_5_ .2)(;a2:t^2+ p2y2^.^2^2) 

__ ( O -2 H_ y2 ) a2 ^2 _ ( y2 4. a 2 ) _ ( a2 p2 ) y 2 .2 4. ^2 ^2 ^2 o , 

La trace de la surface sur cliacun des plans de coordonnees se 
decompose en deux coniques. II est facile de le voir en se reportant 
a la definition geometrique des points da lieu. SiFon coupe I’ellip- 
soide par im plan tournant aatour de Fun des axes, Oy par 
exemple, Fun des axes de la section est conslamment egal a Faxe 
moyen I’autre est un diametre de Fellipse principale situee 
dans le plan zOx. Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan zOx et ils sont situes sur un cercle de centre O et de 
rayon ^ et sur Fellipse que Fon obtient en faisant toarner d’un 
angle droit Fellipse principale. La trace de la surface est done i^e- 
presentee par Fensemble des deux equations 


y = o, .s’-— p 2 )(a 2 a; 24 . ^ 252 _ a 2 Y 2 ) = 0 ; 


on troiiverait de meme pour les autres traces 

S=: 0, (^2_4^2_.^2^(a2^2_,_ ^2 j^2 _ a2 p2 ) == 0 , 

^=0, (j24_22_a2)(p2^24.^2 22_ p2y2),:3 O. 

Ceci conduit a mettre Fequation de la surface sous la forme 

( (^- + 72 +^ 2 — P2)(a2a72-1- P2 j^24..^2^2__3(2y2) 

( 4 -(p 2 _a 2 )(p 2 _.^ 2)^2 = o. 

G’est cette forme dont nous aurons surtout a nous servir. II est 
evident que Fon aurait une forme analogue correspondant a 
cbacun des autres plans de coordonnees. 
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119. Expression des coordonnees d’un point de la surface en 
fonction de deux parametres elliptiques. — On peut exprimer les 
coordonnees d’un point variable de la surface en fonction de deux 
parametres elliptiques an moyen des formules 

5 :* = ° sn («, k) dnf V, /), 
y — a cn(zi, k) cn(p, /), 
z = a. dn(ii^ k) sn(p, 1), 


le module k des fonctions del’argament u et le module I des fonc- 
tions de I’argument p etaht definis par les egalites 



ou Ton suppose 

a<?<T- 

Nous ecrirons les formules precedentes sous la forme abregee 

y = ^ccu 
z = % dsi, 

en attribuant Tiudice i aux fonctions de I’argnment 

Verifions d’abord que les valeurs de y, ^ donnees par ces 
egalites satisfont a Tequation de la surface quels que soient il et p. 

En elevant au carre les deux membres de chaque egalite et en 
exprimant les fonctions elliptiques de chaque argument a I’aide 
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 

^2 -l- 

^ 2 = a2 52__ 3t2/:2 52 52. 

On en deduit 

^2 ^2 ;;2 __ p 2 = ( p 2 „ ) ( 52 ^ I ), 

p2^2+-^2 52__a2Y2= a2(f — p2)(52_i)^ 

et comme on a pos6 

J2 = cx 2 (i_ 52 )(i_ 52 )^ 
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on voit que I’on a bien, quels que soient 5 et 

( ^2 ^ ^ ^2 ) ( a2 -h p2^2 y 2 ^2 _ ^2 ^2 ) = ( p 2 >_ cc^ ) ( - jS 2 ) j2 . 

120. Intervalles dans lesquels il snf&t de faire varier la partie 
reelle et le coefficient de i de chacnn des arguments pour avoir 
toute la surface* — Les trois fonctions cnu^ admettent 
comme periodes 4K et4iK'; de meme, les trois fonctions snp, 
cnp, dnp admettent les periodes 41^ et 4 /L^ (en siipposant que L 
et U correspondent a I comme K et K' a A), Mais les formules 

sn( zi H- ^iK) = — snUf cln(p -H 2 iU) = — diip, 

cn(zt -i- 2K) = — cn u, cn (p ~i~2iV) = — cn p, 

dn(ii-h2K)= dnw, sn(p -I- 2iL') = snp, 

montrent que les arguments 

Z^- 4 - 2 K, P-H- 2 ?‘L' 

donnent le meme point que les arguments 

Zlj P. 

On verrait de meme que 

u-h2iK\ ph~ 2L 
donnent le meme point que 

w, P, 

et 1 on pent conclure de la qu’ii suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de u entre deux valeurs differant de ciiK.^ et la partie ima- 
ginaire de p entre deux valeurs differant de 2 iU. 

121 . Les lignes parametriques sont ortliogonales. — Les l]gnes 
obtenues en faisant varier un seul des parametres u et p sont des 
biquadratiques (voi/' n® 113). Nous allons d^montrer que les deux 
families de lignes ainsi definies sont ortbogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels a 
-’ll pour un point de la ligne obtenue en faisant vainer le para- 
metre u; les quantiles correspondantes sont proportionnelles a 
-V pour I autre ligne; nous avons done a verifier que Fon a, 
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pour un sjsteme quelconqae de yaleurs de u et de P’, 

•+• yufl -h = o . 

Calculons ces derivees : 

:r'^=^cddi, xl = — 

fu — — cxsdci. ji — — ^csidi, 

— 'xk-scsi^ d^—v.dC)_di. 

Dans chacun des produits x^x\^ JkLjkI;? ^h^v) troiive en 
facteur 

scdsi Cidiy 

et Fegalite a verifier se reduit a Tidentite 

— a2/c2=o, 

a- 

evidente, si Ton se rappelie que /-= (n® 119). 

122. Points singuliers. — Nous avons vu que la trace de la 
surface sur I’un des plans de coordonnees se decompose en deux 
coniques; les quatre points commnns a ces deux coniques sont 
des points coniques de ]a surface. Considerons, en particulier, la 
trace sur le plan zOx, On doit avoir 

y — o, cn UCRQ ~ 0 . 

Pour cn — 0 , on a 5- = i , et I’equation (n° 119), 

(^2_a2)(52_ ,) 

montre que les points correspondants dii lieu sont les points du 
cercle 

.2_„ 0. 

Pour cn p = o, on a 5^ = I , et Pecjuation 

p2^2_^.^2-2__ <;^ 2 ^ 2 =:a 2 (Y 2 _j 32 )( 52 _f) 

montre que les points correspondants dii lieu sont les points de 
I’ellipse 

a2^2_}_ ^2^2— 

L’un des points d’intersection du cercle etde 1’ ellipse est donne 
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par les valears des parametres u et telles que Ton a a la fois 
cn w = o, cnp = 0. 

Mais cliacune des trois derivees ^,^5 jKw? contient en facteur c 
ou Ci et il en est de meme pour 4* Done, les developpe- 

ments suivantles puissances des accroissements Ae 

donnes aux parametres a partir dii point considere, commencent 
par des termes dii second degre; le jDoint est point conique de la 
surface. On verifie sans peine que ses coordonn(^es annulent les 
trois derivees f', f' da premier membre de Tequation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles reels dans le planxiO^. 
On les obtient comme points du lieu lorsqu’on coupe Tellipsoide E 
par un plan passant par Paxe mojeii et donnant comme section 
un cercle. 

Fig. 8. 



On trouverait de meme quatre points coniques de la surface 
dans cliacun des autres plans de coordonnees et il resulte de la 
definition geometrique des points du lieu qii’il n’j a pas d’aulres 
points coniques a distance finie. La forme de Tequation de la sur- 
face conduit a considerer comme points coniques les points aPin- 
fini sur les quatre generatrices communes aux deux cones 

Z-=z 0^ ^2 -2— Q, 

On a done en tout seize points singuliers; quatre de ces points 
seulement sont reels : ce sont les quatre points coniques situ^s 
dans le plan zOy, 
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123. Plans tangents singnliers. — Ua plan perpendiculaire a 
nn plan principal, et dont la trace sur ce plan est une tangente 
commune aux deux coniques en lesquelles se decompose la sec- 
tion principale correspondante, est un plan tangent singulier : il 
touche la surface en une infinite de points sitiies sur un cercle. 
Considerons, en particulier, la trace de la surface sur le plan 
des xz 



et cherchons d’abord les tangentes communes a ces deux coniques. 
Si une droite 

UCC WJZ -f- t = o 


est tangente a chacane de ces coniques, on a 

p 0-2 ^ OL- W~ = 1 . 

En resolvant ces deux equations, on oblient 



S 2 cp 2 = 'll 1 ::, (i(p =±:/:^ 

r .,2 — ‘ 


L’une de ces tangentes a done pour equation 
/c X Jz -o — 3 = o. 


Coupons la surface par le plan perpendiculaire k sOx et ay ant 
pour trace cette tangente commune. En remplacant dans I’equa- 
tion du plan ^ et par leurs valeurs en fonction des parametres 
elliptiques, nous avons, entre les parametres d’un point de la sec- 
tion, la relation 

k 0 sdi H- k ' a dsi — p = o , 


et, comme on a =/, cette relation pent s’ecrire 


ksdi -+- Ids I — 1 = 0. 


Pour verifier qne la Hgne definie par cette relation est une 
conique comptee deux fois, nous allons la couperpar une surface 


= const. 



CHAPITRE V. 


174 

et nioulrer c|ii6 l6s points d'lntersection sont deux a deux con- 
fondus. Les valeurs de 5 et de 6? correspondant aux points d inter- 
section soot donnees par les deux equations 

“t“ Ids 1 = I . 

Id-s’’-^ d^- = 1 . 

Or, Fequalion du second degre qui donne les valeurs de ^ a ses 
deux racines egales ; tandis que si Ton avail coupe la surface par iin 
plan quelconqiie parallele a le meme calcul aurait conduit a 
deux valeurs distinctes de s. Done le plan 

/{X -H k' z = P 

coupe la surface suivant une conique comptee deux fois et, comme 
il n’v a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout le 
long de cette conique. 

On pent verifier le resultat precedent au moyen d’un calcul 
plus symetrique, en formant une combinaison homogene des deux 
equations precedentes en s et rf, savoir 

(k-s--h d\) — {ksdx-^ dlsiy-= 0. 

Cette equation donne les valeurs de Or, en transformant Ic 
premier membre d’apres I’identite 

(A2-~ B2)( A'2-f- B'2) ^ (AB'-i- BA^^ = (AA'- BB')% 


on voit qu’il se reduit a 

(klssi — ddi )-, 

et Ton retrouve que les points d’intersection sont deux a deux 
confondus. Mais on pent, en outre, deduire de ce calcul une 
forme de Tequation de la surface meitant en Evidence les plans 
tangents singuliers perpendiculaires au plan zOx, Nous avons 
remarque qu’on a Tidentit^ 

I — {ksdj -h dlsi^— (klssi — ddiy, 

en supposant s et d d une part, et dx d’autre part, lies par les 
relations 

^ 2 — 1 ^ 
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Cette identite peut s’ecrire 

— (Icsdi -r- dlsi — i'}(/csdi-^ dlsi -f- 1) = {klssi -- dd^ f-, 
et, en j changeant en — Si, on en deduit 

— {/csdi — dlsi — i){/csdi — -r- 1) = {/clssi -4- ddt )-. 

Multiplions niembre a membre ces deux identifes et designons 
les parentheses situees dans les premiers membres par 
^3, nous obtenons la nouvelle identite 

qiq-iqzq^^ ( ^ i — d- di y - , 

qui peut encore s’ecrire 

qiq-iqzgu^i t^si — ly, 

et qui donne la forme chercliee de I’equation de la surface; il 
suffit d’y remplacer d, Si, en fonction des coordonnees 
z du point correspondant de la surface; 

q i ~ ksdi -f- hid — i 

devient 

H 

5^2 j 5^3? qk se transforment d’lme facon analogue. D’autre part 

l-s\ -h k-s ^- — I 

devient (n® 119 ), en designant par \ et [x des constantes, 

et Ton obtient pour la surface Fequation 

Qi Q2Q3Q4 = ''?“• 

Cette equation montre d’abord que la section de la surface des 
ondes par le plan Q^ =: o est la conique section de la surface <p 
par le meme plan, comptee deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en cherchant les plans rdels qui donnent des sections cir- 
culaires dans la surface cp, on trouve que ces plans sont paralleles 
aux deux plans 




0, 
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/--2^2__A^'2^2=o, 

(/ca:-^k'j:^)(kx-k'z) = o. 

Nous avons irouve quatre plans tangents singuliers correspon- 
dant au plan on en trouveraitde meme quatre autres corres- 

pondant aux deux autres plans de coordonnees, et quatre autres 
qii’on peut definir comme les plans tangents communs aux deux 
cooes 

^ JK- ^ = 0 , p2^2 y2 .2 = o. 

On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacim touche la 
surface tout le long d’une conique. 

124. Forme de la surface. Distribution des valeurs des para- 
metres. — La Jig. 8 (‘) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordonnees. La surface se compose de deux 
nappes reiinies par quatre points coniques et dont I’une est tout 
entiere situee a I’interieur de Tautre. 

Elle est representee, en perspective, dans la Jig. 9 : on a 



(*) Ces figures sont empruntees au Traite de Geometrie de MM. Roiiche et 
de Comberousse; Gauthier-Villars. 
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On a represente {Jig\ lo) le corps solide ou noyau qui serait le- 



coiivert par la nappe interieure seule, el { Jig. ii) la section de 
la surface par un plan passant par les quatre points coniques. 


Fig. IT. 



Clierchons 

relation 


entre qiielles limites varient 5 et 5 ,. D’apres la 


si nous coupons la surface par une sphere concenlrique, tout le 
long de I’intersection 5 reste constant, x, y, = sont a des facleurs 
constants pres egaux k d^, C), Sij I’intersection est une biquadra- 
tique. Le carre du rayon de la sphere pent elre represente par 

p2= a2_j_(g2_ 3-2)52. 

Pour que la sphere rencontre la surface, il faut que soit 
positif et compris entre a- et y- : s- doit done etre positif et com- 

I 

pris entre o et ^ • 


A. ET L. 


lO. 
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Quand 5- varie de o a i , la Liquadratique formee de deux ovales 
separees par le plan yOz decrit la nappe interieure de la surface. 

Quand s- varie de i a ^ la Liquadratique formee de deux ovales 

separees par le plan x deent la nappe exterieiire. 

De meme, d'apres la relation 

^2 -f- 32 .,2^2 _ 3,2 p2 = a2 ( y 2 - p2 ) 5 2 ^ 


on voit que s\ varie entre o et -i. A une valeiir donnee de 

correspondent des points situes sur une biquadratique; quand s^^ 
varie de o a i la biquadratique formee de deux ovales separees 

par xOj' dccrit la nappe interieure; quand varie de i a la 

biquadratique formee de deux ovales separees par yOz decrit la 
nappe exterieure. 

On deduit aisement de ce qui precMe le moyen de determiner 
la nature des arguments qui correspondent a un point pris sur 
Pune des nappes de la surface et la position du cbemin decrit par 
le point M d’ arguments u et quand on fait varier un seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point Mq sur la nappe interieure et 
dans le triedre des coordonnees positives; Pun des systemes d’ar- 
guments correspondants sera formd de deux valeurs reelles Uq, 
telles que Pon ait 

0<Z4o<K, 0<Po<L* 


Nous avons deja remarque que le meme point est donne par les 
valeurs 


(liK — uq, 2L — Vo) 


des arguments, et il est evident qu’on pent partir de Mo avec le 
systeme Wq? et reveuir au m^me point avec le sysleme 
(2K — Uo^ 2L Po) en faisant varier successivement un seal des 
arguments. 

Voyons, en detail, comment se deplace le point M d’argu- 
ment u, v, quand, z/ re slant egal a ^ varie de Vo a 2L-— 
pais, quand, restant egal a 2L — Vo, u varie de Uok^K— Uq. 
Pour u = Uq<^ or a une biquadratique formee de deux ovales que 
separe le plan des Comme nous ne considerons que des va- 



ETUDE DES VALEUR 3 REELLES DE Sill/, dill, (lnZ£. 179 

leurs positives de v, le point M restera sur Fovale de droite: 
soil cette ovale. De meme, pour p = Vo, on a ime biquadratique 
formee de deux ovales separees par le plan des xy. Le point M 
restera sur I’ovale situee au-dessus de ce plan; soil celte ovale. 
Cela pose, quand v varJe de Pq ^ L, puis de L a sL — Vo? 
point M se deplace sur Ct, depuis Mo jusqu’au point le plus baut 
de To vale, traverse le plan des et vient en sjmetrique 
de Mo par rapport a ce plan. Quand ensuite a varie de Uq a K, 
puis de K a 2 K — le point M se deplace sur depuis jus- 
qu’au point de la courbe Cu situee dans le plan zOx et dont Vx 
est positive, traverse le plan zOx et revient en Mq {fig- 12). 


Fig. 12. 



Remarquons encore que les points de C„ ou la tangente est pa~ 
rallele a Oy sont sur le cercle 

OU plus exactemenl sur Fun des deux arcs de ce cercle qui appar- 
tiennent a la trace de la nappe interieure; les points de ou la 
tangente est parallele a Oy sont sur Fellipse 

^2^24, y2^2__a2Y2=0, 

ou mieux sur Fun des deux arcs de cette ellipse, qui appartiennent 
a la trace de la nappe interieure. 

Pour un point de la nappe ext^rieure Fun des systemes de va- 
leurs de Uj v est de la forme 

zi = K -h ia', p = L ib', 
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o! et y etant reels ; Faiitre systeine est alors forme des valeurs con- 
juguees 

2 K = K — ia\ 2 L — p = L — ih' . 

On verra, comme dans le cas precedent, comment on pent 
passer d’une maniere continue du premier sysleme an second. 

Remarque, — Le fait qu’a un point donne correspondent 
deux systemes distincts de valeurs de u et p, donne lieu a une 
complication analogue, d’une certaine fagon, a celle qu’on ren- 
contre dans I’etude des fonctions algebriques. La discussion pre- 
cedente monlre comment on poiirrait faire disparaitre, en partie, 
cette complication, en considerant la surface des ondes comme 
formee de deux feiiillets reiinis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. 


III. — Pendule simple. Slastique plane. Corde a sauter. 

Mouvement a la Poinsot. 

12o. Pendule simple. — Quoique la theorie du pendule simple 
se d^uise comme cas particnlier de celle du pendule splidrique 
que nous avons traitee a Faide des fonctions p et o', nous la 
reprenons ici a litre d’application des fonctions sn, cn, dn. 


Fig. i3. 



^ Prenons un axe 0^ xerlical et dirig^ vers le haut, Porigine 
etant an point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lance du point le plus bas avec une vitesse initiale Poi 
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le theoreme des forces vives donne 

V ~ 

= 2 ,^{a — z) avec a — — I ^ • 

1 ° Supposons d’abord que la droile !!(:;=: coupe le cercle 

en A, A^, c’est-a-dire que Ton ait a<C Z, ou ro<C Le moii- 

vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et Ah 
Prenons pour variable Tangle MoOM = 9. Nous avons 

— ^cosO, a — — Zcosa, 

en appelant a Tangle d’ecart maximum MqOA. L’expression de la 
vitesse est 

_ds _ I cm 
^ dt dt 


et Tequation des forces vives devient 


qu’on pent ecrire 



2^Z(cos 6 — cosa), 


cTou 





d^ 



Nous prendrons le signe -f- en supposant que le mobile monte. 
En comptant le temps a partir du moment ou le mobile part 
de Mo et en posant 

.0 .a 

sin ~ ~ u sin 
2 2 


on a 



da 

/(I — w-)(i — 



. .V cc 
sm2 - 


On est ainsi ramene a une integrale elllptique et Tequation ci- 
dessus resolue par rapport a u pent s’ecrire 
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on obtient ainsi les coordonnees /sin 9 et /cos 6 dii mobile cn 
fonction uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de Mo en A, il 
faiit faire varier 9 de o a a, c’est-a-dire de o a i ; done, en posant 



da 

/(i — u-){i — a') 


on aura 


pour T la valeiir et la duree de I’oscillation simple 

sera aK \/i- Ton ajoiite cette quantite a t, le mobile doit 

prendre la position symetrique de M et sin9 doit changer do 
signe, ce qui fournit une verification de la formule 


sn(27 H- 2 K) = — snx. 


2 ° II nous faut maintenant considerer le cas oil la droite 11 ne 
rencontre pas le cercle, e’est-a-dire oii I’on a a > /. L’eqiiation 
des forces vives = 2 g(a — z) peut s’ecrire 

/- ^ cosO) = 2g^a -hl — 2l sin- 

oil 

2 I 

en posant k-= k- est plus petit que i puisque a est plus 

grand que /. En resolvant par rapport a dt^ posant 

\ =zl 

2 I 

0 

et prenant u = sin - comme nouvelle variable, il vient 



da 

v/(7— — 
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d’ou, ea resolvanl: par rapport a c’esL-a-dire en faisanl Fin- 
version 

. .6 

ii z=z sxi{kt ), sm -=sn(A^j. 

On en deduit 


cos 


0 

2 


= / 1 — sii- ) = cn ( A /) . 


Le temps T que met le mobile a arriver an point le plus liaut 
s’obtient en faisant varier 6 de o a c’est-a-dire « de o a i ; il est 

done —• 

3® II reste enfin a trailer le cas intermediaire ou la droite 11 
serait tangente a la circonference donnee : a = L On pent alors 
efFectuer les integrations a Faide de fonctions exponentielles (cas 
de degenerescence), car le module k des fonctions elliptiques 
precedentes devient egal a i . Revenons, en effet, a Feqiiation 
des forces vives u-— nous Fecrirons 

-i- ^ cos6) — 4^*/ cos2 ^7 

etj en integrant, 

y/f / = log tang 

La constante d’integration est nulle pnisqiie t doit s’annuler 
avec 0. Lorsque t croit indefiniment, 9 tend en croissant vers la 
limite Tc; le mobile s’approche indefiniment du point le plus bant 
sans jamais Fatteindre. On a alors 

0 — Q,—\t 0 2 

Sin - = -TT Z- , cos - = “YT Y7 ’ 

2 -f • e-kt 2 ekt -t- ^ 


etant egal a 



I{etiicirc[iic sitr I inter pj'etcitioii de la periode iiYicigiiidire 
— Placons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (i°), 
ou le pendule oscille entre les points A et AF Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur 1 arc supe- 
rieur A^A', entre les memes points A et A'. Pour avoir les for- 
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mules relatives a ce nouveau mouvement, il suffit de changer, 
dans les formules du premier cas (i°), a en tu — a et, par suite, de 

remplacer le module k = sin j par son complementaire //= cos ~ • 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvemcnl. 
sont done construites avec le module complementaire de k ct, en 

particulier, la duree de la nouvelle oscillation simple est — 

(Comptes renduSj t. LXXXVII, p. 1074 )* 


126. Elastique plane sans pression. — Nous avons deja vii 
(n*^ 68) qne le probleme de Telastique gauche conduit aux memes 
equations que I’etude du mouvement dhin corps pesant de I'e vo- 
lution, siispendii par un point de son axe. 

En particulier, le probleme de relaslique plane sans pression 
conduit aux memes equations que I’etude du mouvement d’lin 
pendule simple. C’est ce que nous aliens montrer rapidement. 

Imaginons une tige elastique dont la fibre moj^enne aflectc a 
Petal naturelj la forme d’une courbe plane connue Co ct soil po 


Fig. 14. 

I, II. 



la valeur du rayon de courbure en un point M de cettc courbe. 
Supposons ensuite qu’on deforme la tige en faisant agir sur cllc 
des forces quelconques, mais de telle fagon que la fibre moyenne 
reste plane et prenne une nouvelle forme C. Le rayon de coui'bure 
en M devient alors p. Dans cette position d’6quilibre contraint, 
les forces elastiques sont determin^es d’apres les lois suivantes : 

Si Ton coupait la tige en M, pour maintenir P^quilibre il 
faudrait appliquer a la section en M une force T dans le plan dc 
la courbe C et un couple dont Paxe est perpendiculaire a ce plan 
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et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 

Lure : 

P Po 



B designant iin coefficient constant qui depend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple ou la tige est primitivement 
rectiligne, ~ = o, et ou I’on fait agir seulement sur ses extre- 

mites Mi et Mo deux forces Ti et To situees dans le plan de la 
courbe d’equilibre et deux couples etNo ayant leurs axes nor- 
maux a ce plan. Les deux forces et To sont egales et opposees, 
car les seules forces exterieures appliquees a la tige en equilibre 
etant les forces Ti et To et les couples Ni et No, la somine des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit etre nulle. 
Les forces T^ et To forment alors un couple qui fait equilibre 
aux couples N^ et No. 

Prenons pour axe Ox une droite parallele a Ti et To. Soit M 
un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige etait coupee 
en Mia partie M^M serait en equilibre sous Faction des forces 
exterieures suivantes : la force Ti et le couple Ni agissant sur 
Fextremite Mi,* 2^ une force T et un couple N agissant sur M; le 
couple N a pour moment 



puisque nous supposons — = o. 

Ces forces exterieures appliquees a Fare M^M se font equilibre. 
Done, T est egal et oppose a T^. En outre, la somme des mo- 
ments de toutes les forces exterieures, par rapport a un point du 
plan doit etre nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport a O, nous avons 

Tiji— Ty— N i4-N = 0 , 


d’oii, en remplagantT parT^ etN par une equation dela forme 
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c- designant une conslante positive et b une autre constante. On 
peat toujours deplacer I’axe des x parallelement a lai-meme de 
facon a faire disparaitre cette derniere constante et a ramener 
ainsi Tequatiou de la courbe a la forme 

p 


Nous aliens montrer que, lorsqu’un point decrit la courbe elas- 
tique avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiciilaire abaissde do ce 
point sur la ligne d’action des forces T, e’est-a-dire sur ( ^ ). 

Soil, en elFet, 6 Tangle de la normale en M avec cette perpendi- 
CLilaire ; si le point mobile se deplace de ds la normale tourne dc 
Tangle et Ton a 

cZO _ I _ y 
ds p c- ^ 

d’ou, par differentiation, 


(I) 


_ t dy 
ds^ c- ds 


psinO. 


Si Ton pose - on retrouve Tequation du mouvement 

pendulaire 

^=-ysmO. 

Pour integrer Tequation (i), multiplions les deux membres 
par ^ et integrons : il vient 

U; 

[A designant une constante arbitraire. On a alors 

C2 , d& 

JK- J = C-^ = Cv/2(cOs0h- (i.). 

Trois cas sont a distmguer, correspondant aux trois cas ren- 
contres dans le pendule simple, suivant que p est compris entre 
— I et -H I , superieur a i , on egal a i . 


(■) Comparer 4 Greenhill, Fonctions elliptiques. 



rremier cas, — JJans le premier cas on peut poser 


[JL = — cos a. 

L’angle 6 varie de — a a H-a; la courbure efc Tordonnee y 
s’annulent pour 9 = a. 

On a ainsi la forme de la coiirbe {fig- i4: !)• Les points cor- 
respondant a 6=±:a sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouve dans ce cas, pour le pendule, 

sin - = k^TLt 
2 



avec yt^sin^* On a done actuellement par le meme calcul, en 
faisant - ~ t 


. 6 , 0 5 

sin - = /: sn - ? cos - = cln - ? 

'l C 1C 



c~ s 

y — = 2 X:c cn - • 
p c 


Calculons enfin x en fonclion de 5, on a 

= cos 0=1 — 1 sin- - = I — ik^ sn- - • 
ds 1 C 

D’ou, en integrant de o a 5 et se rappelant la formule du n“ 100 




Deuxieme cas. — Si I’on a p. > i , 9 peut varier de o a sti . y 
et i ne s’annulent jamais ; la courbe a la forme II de i4- 
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Ce cas correspond an mouvement revoliitif du pendule. On 
acheverait le calciil comrae dans le cas precedent, en employant 
les memes transformations qiie pour le mouvement revoiutif du 
pendule simple. 


Tj 'oisieme cas. — Si u = i, on se trouve dans im cas de dege- 


nerescence. On a alors 


ds 1 c- 2 


ds 

c 


d~ 

2 


o / 0 TT 

- = Logtang 7-1-7 


tan 


4 c 


y = COS - 
2 


0 


e^' e ^ 


dx — cos 6 c/5 = ( 2 cos^ I ) <^5 = 2c cos dSj 


0 c/0 


2 2 


. 0 — e 

a? = 2CSin S = 2C — s. 

2 £ _£ 

ec _f- e c 


La courbe est alors asymptote a Paxe Ox, comme on le voit en 
faisant tendre 6 vers zb tt , els vers zb 00. 


127 . Corde a sauter. — Imaginons une corde homogene dont 
on tient les deux extremit^s et qu’on fait tourner tres vite autour 
de la droite joignant ces deux extremites. On peut alors negliger 
Paction de la pesanteur siir les divers elements de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport a un systeme d’axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d’equilibre relatif. 
D’apres la theorie de Pequilibre relatif, on dolt exprimer qu’il y 
a eqnilibre entre les forces agissant reellement sur chaque (Ele- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un element de masse rn est 
perpendiculaire a Paxe de rotation et repulsive; elle a pour inten- 
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site to designant la vitesse angulaire constante de la rota- 

tion et r la distance de Telement m a Taxe. 

En j^renant I’axe de rotation pour axe 0^, on est done ramene 
a im probleme sur Tequilibre des fils que Ton peat enoncer ainsi : 

Un fil est attache en deux points de I’ axe Ox et chaque 
element da fil est repousse par V axe proportionnellement d sa 
longueur et d sa distance d l^axe. 

Toutes les forces qui agissent siirle fil rencontrant Taxe O^, ie 
moment de la tension par rapport a cet axe est constant tout le 
long du fil; mais, commele fil est attache en deux points de Faxe, 
le moment de la tension aux extremites est juil; ce moment est 
done constamment nul et Fon a 


d’ou 




o, 


dv dz 

y- — =0, 


m etant une constante. La figure d’equilibre est done dans un plan 
passant par Faxe Ox, Prenons ce plan pour plan des xy^ la force 
agissant sur Felement ds est perpendiculaire a 0.3?, repulsive et 
proportioonelle a Fordonnee y 

Y ds = \Ly ds. 


Les equations d’equilibre sont done 


d 



o, 



[xy ds — o\ 


la premiere donne T = A, ou Fon peut toujours supposer A 

positif en comptant les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec en portant cette valeur de T dans la deuxieme equation et 
p os ant 


dy r 

tic 


t: 

A 


2 

55 ’ 


ds — dx^ I -^y'- = 


dyfi-^y'^ 


y 


on a Fequation 


y' df , 2y dy 


et en integrant 







j 


b- designant une constante necessairement positive puisqiie le 
premier membre est positif. Isolant le radical, elevant an carre et 

remettant pour y' sa valeur on a 


dx = 


<2^ dy 


Comme le fil est attache a I’axe Ox, Tequation doit donner une 
valeur reelle pour y quand y — o, done En designant 

par 9(y), le poljnome bicarre place sous le radical, on a 

?(/) = (52-+.a2— 

j/partant de zero ne peut varier qii’entre — y/6^ — a- et b '^ — a^\ 

Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attache en O 
{fig^ lo) et qu’il soit situe dans Tangle yOx : alors x croit 


Fig. i5. 



(C) 





y croissant, x croit, jusqu’a ce que y ~ \Jb- — a- ; 
la valeur 





X atteinl alors 


on a ainsi la branche OA^ ; la tangente en est horizoiitale. A 
partir de cette valeur, y decroit et, pour que x continue a croiti'e, 
il faut prendre le signe devant y/y(jK) * ori a ainsi une nouvelle 
branche A^M^ 0^ symetrique de la premiere OMA^ par rapport a 
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Pordonnee Ai Bi, car a des variations egales de y correspondent 
des variations egales de x. Pour i*— o on obtient le point 0| 
d'abscisse ac; puis, r devenant negatif pent decroitre jusqu’a la 
valeur — y — a-. I'abscisse croit toujours jusqu'a la valeur 3 c, 
ce qui donne le point od la tangente est liorizontale. Ensuite y 
augmente de nouveau de a ~ y' 6-— a- ; ii faul prendre, 

a partir de Ao, le signe ~ devant le radical, et Ton obtient 
Fare AoOoAs coupant Faxe an point Oo d’abscisse etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
egales a la premiere. La courbe est done analogue a une si- 
nus oide, 

Integrons les equations par les fonctions elliptiques. Faisons 
dans Fequation (C) de la courbe 


(i) y — 





2 a- 


elle prend la forme suivante : 


d’ou 


X\f2 

ak' 








X\J 2 


y \/ b- — a- sn 


xs/2 

ak' 


Ainsi la courbe donne la representation graphique de la varia- 
tion de la fonction sn. 

La differentielle ds de Fare de courbe est 


en faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on 
trouve pour I’abscisse ^ du point A^ et la longueur \ de Fare OAi 
les deux expressions 

ak' dt ^ ak' ^ 

/(i — Z2)(,_/:2j-i) 

a C ^ dt 

/(l — r^)(l— 



car le point s’obtient en faisant t = i . 
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Qiiaod A et i sont donnes {1 etant superieur a car Fare OA, 
est superieur a sa projection OB^), les constantes a et k- ont im 
seiil systeme de valeurs, sous la condition /c-<i. En effet, en 
calculant A — ^ et A -f- 5, on troiive 



Pour k- = o^ le rapport da second membre est nul; k- angmen- 
tant, le numerateur aiigmente evidemment et le denominateur 
diminue, done le rapport aiigmente et pour /c-=i le rapport 
est I . Ce rapport passe done une fois et une seule fois par la va- 

leur donnee • La constante k- a done une valeur et une 
seule; I’expression ( 2 ) de ^ donne alors pour a une seule va- 

leur^. 

Determination des constantes, — Le lil ayant une longueur 
donnee I et etant attache an point 0 et an point O' de I’axe 
d’abscisse a, il y a une infinite de cas possibles. 

1 ° Le fil n’a qu’une seule onde entre 0 et O' {fig* 16 ). Alors 1“ 


Fig. 16. 



est la moitie de a, \ la moitie de /. Les quantites ^ et A etant 
connues, la constante k‘ a une seule valeur donnee par Fequa- 

tion(3);puisa=-^* 

2 ° Le fil a deux ondes entre 0 et O'. Alors ^ 1 ^ a 

4 4 

la meme valeur que dans le cas precedent, car est le meme 

l — ^ , av/2 

^;ensuitea::=^,.... 
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En iieiieraL si le fil a n ondes enlre O el C)', £ = , 

^ ^ •> n •> n. 

A'- a toiiioiirs la ineme \aieiir, inais a= 

• •inK/c 

II y a done une intinite de positions d'equiiibre qui soril loules 
homollietiqiies de la premiere par rapport a O, les rapports 

ddiomollielie elanl - 5 * • - 5 - * 

•> 0 n 

Mouvements a la Poinsot. — Etudions le moiivement 
d\ui solide auloiir d^m point fixe O, dans ie cas oii les forces ont 
line resultante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes lies an corps les trois axes principaiix 
ddnertie relatifs au point O, on a, pour determiner les 

composantes /?, /* de la rotation instantanee suivant ces axes, 

les trois equations suivantes, dans lesquelles A, B, G sont les 
moments ddnertie principaiix (A£>B^C), D et a des con- 
stantes arbitraires (A, 

, Ay- — B C r- = D ;jl‘% 

\ A-y- - - B- q- G- r- = D- u-, 

(ij , i ^ 

I — (■^—C)pr = 0 . 


Nous tirerons p et ;• des deux premieres equations et, en les 
portant dans la troisieme, nous aurons une equation differentielle 
du premier ordre en <y. L'elimination de r entre les deux pre- 
mieres equations donne 

Ay2( A — G)~ — G) = D('D — G);jiA 


D’apres les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la diOe- 
rence D — C est essentiellenient positive : elle ne pourrait elre 
nulie que si les valeurs initiales po et f/o P ^ etaient nulles. 
De Tequation ci-dessus Ton tire 


en posant 




B(B — C) 
ACA^^C^ 




/- 




D(D — C), 
B(B — C)^* 


G) Foir ArpELi, Traite de Mecaniquey t. II, p. 199. 
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on aurait par un calcul semblable 


( 2 ) 


B (A-B) 




8--- 


^D(A- D) 


le binome A — D etant essentiellement positif el iie pouvanl olre 
nul qiie si et /‘o sont mils. 

Pour p restent reels, il faut C[ue q^ reste infeueiii a la 
plus petite des deux quantiles p et pour reconnaitre cclle 
quantile, formoiis la difference p — /- : 

,, ,Do\-C2CB-r)) 

' B(ir— G)( A — .Bj ’ 


Le signe de g-~p est done celui de B — D, signe connu par 
ies conditions initiales. 

Pour fixer les idees, nous supposerons 

B-D>o, 


La variable q doit alors varier entre — / cl -\-f : done /' lu* 
s' annule jamais et conserve toujonrs le meme slgne, signe connu 
par la valeur initiale /’o • laous supposerons r >> o. An conlraire, 

/> s’annule toules les fois que y “ ±:y’; quand q augmente, ~ est 

positif, la troisienie des equations (i) rnontre qiic p est alors 
negatif; quand q diininue,/) est positif. Ces considerations (ixenl 
a chaqiie instant les signes a pi'endre devanl les radicaiix qiii 
donnenl p et r eii fonction de q. 

En portant ces valeiirs de p et r dans la troisieine des equa- 
lions (i), on trouve 


dq _ /^B-~G)(A-Bj 

dt \ AG 


Ar-- 




ou le radical est pris posidvement taat que cj augmente, jusqii’au 
moment on q atteint la valeur q-/ ; puis, q ddcroissant de +/ a 
— /, le radical doit etre pris negativement, et ainsi de suite. 

On voil que t estdonne en fonction de q par une intdgrale que 
nous ramenerons a la forme consid^ree dans le Chapilre pre- 
cedent, en posant 


q=fi, 


£ = (A --B)(D- C) 
(B-C)(A — D)’ 
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Xoiis aurons ainsi, eii resolvant par rapport a dt cl iniegranL 




ou n designe la coiistante positive 

^ b. A — D}i B ™ C ^ 

et ^0 line nouvelle conslante arliilraire, representant Fepoquc 
Oil q s’annule en croissant. Le module Id est moindre quc i 
puisqiie il est egal au rapport anharmonique de A, B, 

D, C. " 

Ces formules donnent p. cp r en fonctions iiniformes da temps- 
En efTet, en posant. pour abreger, 


i’inversion de I'integrale elliptique donne 


1 


b( D ~ C ) 


< '0 ' p 


/B(B ~C.) 
Ai. A — Cd' 


, , /D(l) — C ) 


^ / 1 > (A — n ) / j- ^ „ . / EM A — u ; 

( /• = O' t , 7- y 1 — k- sii- 1: = s ;jL 4 / 7-,—; dn t. 

Gi. A — 0)^ ‘V' Ci>— 0) 

Oil [JL est positif et ou s', z" sont egaiix a li: i . 

D’apres les proprietes des fonctions sn, cn, dn, ces formules 
montrent que p et q s’annulent periodiquement, tandis que r ne 
s’annule jamais. 

Si nous supposons ;-o>>o, r reste constamment positif el il faut 
prendre £"=-4-1. Alors, d’apres la troisieme equation (i), on 

voit immediatement que ~ et p doivent etre de signes contraires, 

ce qui, d’apres la formule 

d sn': , 

— = cn'u dn':, 
d'z 

montre que — i . 

Les valeurs de q^ r sont des fonctions periodiques de t et 



admeltent la periode 


T^4K^4 r\ ds 

Quand le temps aiigmente de celte quanLitCj p, cp r repniiinent 
les memes valeiirs; I’axe instantane de rotalion reprencl alors sa 
posilion primitive dans le corps, mais non dans i’cs|)acc, conime 
nous le verrons plus loin. 

II faut maintenant calculer les Irois angles d’Eiilcr cn (bnclion 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposerons qu’on ail 



pris pour axe des la direction invariable dc I’axe Go- da mo- 
ment resultant des quantites de mouvement. Kcrivons ([ue les 
projections du segment Ocr= Z sur les axes mobiles soiit respcc- 
livement A/), Cr, nous aurons 

I I sinO sincp = A/?, 

I sin 0 COSO — Bg, 

Z cos 0 = C /• ; 

oar les cosinus y, y" des angles de 0^, Oj, 0^ avec O^, sont 
sinQsms, sm9cos:p et cos9. Ces eqiialions donncnt, sans iiUc- 

graiion, 9 et en fonction de p, q, ,• et, par suite, cn fonction 
de t. 


CalciUde V angle de precession -1. — On a, d’aprcs les equa- 
tions du mouvement, 


d<ii 

dt 


laD . 


R -mplagons, dans cetle expression, p ei q par leurs valeurs (3) 
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€t cn-Tpar i — sii-t; nous avons 

^ _ :xD (' n — c s _ rn — a . >n^- 
c/~ n Ai B — <: J — ’ 


ce qa'on pent encore ecrire, en eflecliianL la division, 

cI'y [-1- D !-*■ — A ! I B — C ) 

dz n C n (j A( B — C \ — C{ B — A ) sn-': 


Pour melLre en evidence les poles de la fonclion doiiLlement 
periodiqiie dii second menibre, determinons im argument con- 
stant ic verifiant la relation 


<5) 


sn2/c 


AAB-^Cq 
C ( B — A j ’ 


comme A ;> B, la valeur de snic est piirement imaginaire : on 
pent done prendre, pour I’argument ic, une valeur purement ima- 
ginaire, et, par suite, pour c, une valeur reelle. Nous pourrons 
alors ecrire 


^ — AVB — C > I 

d'z 71 C ' 71 C CtB — Aj sn- ic — sn-': 


D’apres les relations elementaires qiii Hent les fonctions sn, cn, 
dn d’lm meme argument, on tire de (5) 


cn^ ic 


BrA~Cl 
C(A — Bj' 


dn^ic 


D(A — C) 
G(A~-D) * 


Extrajant lesracines carrees et tenant compte de la valeur de n, 
on trouve 


i sn ic cn ic dn ic 


fjiD (G — A)(B — C)^ 
7iC C(B — A) 


II faiidrait mettreiin double signe devant le deuxieme membre, 
inais, comme on pent changer le signe de ic sans que les relations 
anlerieiires soienl changees, on pent tonjours prendre le signe -f- 

devantle second membre. L’equation qul donne ^ s’ecrit alors 


< 6 ) 




'iP 

71 G 


i sn ic cn ic dn ic 
sn~ ic — sii^T 


Cette expression est maintenant aisee a integrer : il siiffit pour 
oela de decomposer le second membre en elements simples. Or, 
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avons etablij clans le n° 100, la formiile 


2 sna cna cln^ 
sn* u — sii-ct 


&'{a) 

— a)-\- • 


On a done, en faisant a = ic^ ct designant par A la 

conslante reelle ^ i . 

chh i IV {ic — t) i IV (Ir. H - 'z) 

Integrant et siipposant les axes clioisis de telle lacon que 6 
s’annnle avec t, on a enfin 

, I , H ( jc -f- T ) 

' ' ■ ‘ 2 ® H ( IC—'Z) 

Les trois angles 9, o, A sont ainsi exprimes en fonclion du 
temps, et Ton pent determiner la position du corps a iin instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’expriment 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes on raciincs 
carrees de fonctions uniformes. Mais il est ires remarquable, 
comme I’a montre Jacobi, que les neuf cosiniis a, [i, y, a', y', 

Y' sont des fonctions uniformes du temps. Gc resultal pent 
s’elablir comme il suit. Les formules (4) donnent deja y, y^, y'" 
en fonction imiforme de t. On en conclut 

sin 6 = 

Dfji 


on, en remplacant et q- par leurs valeurs, 


G(A — B)(D-G) 
D(A — G)(B — G) ' 


A(B-G) 
G(B-- A)* 


D apres Texpression du module k- et les formules ddGnissant 
sn-fc, cn-ic, dn-/c, on pent ecrire 


sin0 = -y-^/sn^T:— -sir-ifcc. 
an ic 


Mais on a obtenu la formule (n® 100) 


sn^-a — sn’^u = H(a-4- u) ^ 
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en y rempiacant a par t et u par ic^ et remarcjiiaiit qiie, par deli- 

• i • 0(o) 0iU'r'\ .7- 

tion, i r;Tr \ ” r-r~-» on troiive 


(8) 


0 1 ( o j 0 ( ic ) 

H 1 i' o ') 


01 (o I 


sin 6 = 


01 (^c ) 01 7: j 


— V H ( \ z ■ 


D’aatre part, Texpression (7) donne 


done 




/Wiz — ic ) 


sinO 


sin 0 


i H 1 (' 0 ^ H { "T — ic) 

L_ .Qlt. 

zi H 1 ( o ) 1 1 f - -f- ic I _ 
01 (zc; S(z) ^ 


A I'alde de ces expressions on forme facllemenl ies valeurs des 
cosinus a, 7J, 7/, en fonctions dii temps. li suffit de 

partir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
d’Euler et d’y remplacer ensuite les angles d’Euler par leurs va- 
leiirs en fonction de t. 

Nous trouverons plus loin ces memes cosinus par une autre 
voie. 


Cas de degenerescence. — La valeur du module est donnee par 

„ ( A — B)(D — C ) 

"~ ( B — C ) ( A — D ) 

Ce module est nul quand = e’est-a-dire quand reilipsoide 
d’inertie est de revolution, Les fonctions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulaires. 

Le module est egal a V unite quand D^B : dans ce cas les 
angles 6, cp^ '1/ et les neuf cosinus s’expriment comme il suit : la 

lonction .9— snr devient ou — f tangly, et les fonctions enz 

et dny se reduisent a J \ — s- ou a — En introduisant un ar- 

COSiT 

gument purement imaginaire ic defini par la relation ( 5 ), e’est- 
a-dire 

^ , _A(B-G) I __B(A-C) 

— B)’ cossc C(A-B)’ 
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on remplacera la formule (6) par 


f/ili [xB lan^c I 

S ~ liG cos^c laiig^c — i.iins-'" 


(lui donne, en integi'antet designant parlla conslanlo - I langr, 


, ^ /\ siii((; 

( 1 ; X- LO"' -T— J— * 

• 2 Sin ( 6 * — i'^) 


On deduit de la les expressions dcs ncuf cosinus. 

^ 129. Herpolhodie. — Dans la represenlaLion du inoiivcineiU, 

d’apres Poinsot, la polhodie est une coiirbe algdbriquc ; clierclions 
les equations de V herpolliodie on lieu du jiolc /)i sur le plan 
fixe (^). 

En appelant x, ^ les coordonnees du pole /)i par rap[)orlaux 
axes principaux d’inertie Oxyz^ on a, puisqiic Ic rapport csl 
constant et egal a y/A on p. y'D, 

,9) /I). 

.T y .z Om ‘ 

Comme /?, cp r sont des fonclions elHpliques dc il cii est de 
meme de x, y, Les equations d’Euler, dans lesqucllcs on rem- 
place r par ^py/D, ;:;py/D, donncnt 

Uo) -h,x/D(C-B)j';= 0. B ^ -h jx\/D( A — C) 3.r r-. 

Appelons P la projection du point O sur le plan (ixe 11, qui 
contient Pherpolbodie, et ddsignons par p et les coordonndes 
polaires d’un point m de la courbe rapportee an point P. Goinme 


on a les equations suivantes 




(') Voir Ai>i‘ELl, Mecanique, t. II, p. tin et suivanles. 
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dont la premiere exprime qne O /?i'= V OP et dool les 
dernieres sont les equations de la poliiodie. Resol vant ces equa- 
tions par rapport a on a, en posant 


A=:(A-B)(B-~C)(C~A) 

el 



Nous avons suppose A^>B>>C et D compris entre Bet G; alors A 
est negatif, et Pon a aG> o, 6^0, c << o. Done <3- est essentielle- 
ment positif et ne s’annuie jamais, ce qui esi d’accord avec le fait 
qiie r ne s’annuie jamais. Pour que x- elV' soient positifs, il fan I 
que p- — a soil positif et 0- — h negatif : 0- oscille done entre a 
et b, Ainsi le rayon vecteur de Fherpolliodie oscille entre un mi- 
nimum \/a et un maximum y/i>. En differentiant la premiere des 
equations (i i), on a 

dp dx dy dz 

dt dt dt dt 


ou, en tenant compte des equations (10), 


dp 




|j. \ \/D xyz _ 
ABC " 



‘202 


CIIAPITRE V. 


cette equation donne enfin, en remplagant j', 2: par leiirs va- 
leurs (12), 

u3) [i-v/I) 


equation qui permettrait de retrouver p- en fonction dc t par line 
ibnetion elliptiqiie; cette expression de p- en fonction de t nous 
est deja connuCj puisqiie y, z sont des fouctions cUiptiqiies 
de t. 

En appelant y Tangle polaire que fait le rayon P /n dc I'hcrpol- 
liodie avec line direction fixe, on obtient ensuite Tequation 


( i4) 



(J.(p24-E), 


od E designe la constante 


(A- 


D)(B_D)(G-D) , . .. 

, c est-a-(lire 


ABCD 


— ^ — abcl). 

Les deux relations (t 3) et (t4) donnent p et en fonction du 
temps. L’elimination de dt foiirnil Tequation dillerenticlle dc 
Tlierpolhodie 


1 1 5 ) 




(r--hE)dp 

p/D /— (p 2 _ C) 


qui donne y par une quadrature. 

Ceci pose, nous allons verifier que 

P _ p cos y -i~ ip sin y , 

s exprime en fonction uniforme du temps. On a d’abord imme- 
diatement p- en remplacant, dans Tequation (12), 




CA(A-G) 




y- par sa valeur en fonction du temps 


J’- 

On Irouve ainsi 




D — G 
B(B-Gj 


sn^T. 


(D™C)(A™D) 
^ GAD 


(A-B)(D--G) 
ABC ' 



etxjDE bes valeurs reelles de snz^, cnic, dnu. 


oa bien 


en posant 


Les relations 


(\-B)(D~C), ^ 

(sii2-^ — sn2(;), 

, (A-D)B 
(A — BjD 


cn 2 p — i — sn2 p dn2 p = I — sn^ p, — A A 

(B--Gj(A~D) 

donnent cne et dne. Rapprochons les trois resultats suivants 

B(A-D) , A(B~D') . ^ C(B-D) 

D(A — Bj D(A — Bj D(B — C) 

Pour obtenir nous partirons cle Tegalite (i4) qai donne 


dl ■ ■ 


et, en reniplaeant p- par sa valeur en fonclion de t et dt par -dz 

^ — D ) ( B — D ') T 

d'z n ' ri ' D(A — B; sn-': — sn-p 

Decomposons le second inembre en elements simples en nous 
servant de la forinule 


‘2snpcnpclnp_ 0'(p) ^ IPfp — 'z) H7 p ) 
sn- p — sn-'T 0 ( p) H ( p — ': ) ' H ( p j 


Nous dediilrons d’abord des valeurs de sue, cne, dne et n la 
relation 

r(A-D)(B-D)T:^ 


sn-p cn- p an- p : 


L P(A 


et nous pourrons ensuite ecrire 


dy^ pi. I snpciipdnp 

dz n ' i sn-T — sn’^p’ 


,dy .a 0'(P) ll'iz — v) HYt-^p) 

dz n ^ 6{i>j ‘ H('r — p) H(': — P ) 
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On deduit de la 


r0'(fn ^>1 

^ ll{z-hv)’ 


clesififnant line constante arbitraire. 


D’autre part, on a 


p2^_ -'-(sii2^-^sn2p), 


on, d’apres line formule deja rappelee, 


(A -B)(D-G) 02(o) 

ABG ' “■ Jc " 0^(0 02 ( t :')" 


On voit alors qiie p-e-V. est le carre d’nne fonction nniforme et 
Ton oblient 

r / 0 ' ( p ) 1 


en posant 


B)(D — C) 02 ( 0 ) _ A- 2 rt 2 02 ( 0 ) 
ABC kB-i{v)~ b(A-WceHi>)’ 


la quanlite y^k 0(o) est egale a H'(o), comme i] rcsulte de ce que 


la limile de ~~ est i pour u = o ; on a done 


N = JiL. 

|ji/D 9 (e) ’ 


de sorte que, en definitive, I’lierpolhodie est definie par Toqua- 


-ii- 

0v/u 0 (‘') QC'v) 


En se reportant aux valeurs de sn-e, cnH’, dn^p en fonction 
des donndes, on voit que I’on a 


I < sn2p < 


Dapres cela p — K est purement imaginaire. Cette remarque 


nous conduit a 


p-K = a, 
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE Sn Zi, Cnu, (In ZZ. 

et a remplacer (; par cette valeur dans [’equation de riierpoUiodie. 
Cette equation devient 


p = 


in H ' ( o ) H 1 ( ^ cz ) . , 

ja/D ®i(^0 ^ ^ 


zu 0i(«) 
71 ' Qiia)^ 


'Z — nit /y j. 


a est purement imaglnaire et a est reel, v est line constante arbi- 
traire reelle. 


130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Ln point nt 
de rherpolhoide et Textremite to de la rotation instantanee sont 
en Jigne droite avec le point fixe O et Ton a vii qu’on a 

co = 0/zzv/A, ou \iii = 

Si done, on appelle et les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes on aura 


ou Lien 


Pi-^ iqi— [JL /b p 




iqi— — in 


H-(o) 

01 (a) 


Hi i-z — a) 


^/iAr-rV\ 


C’est a 11 n changement de notation pres la formule donnee par 
]M. Hermite {Sat' quelqiies applications des fonctions ellip- 
tiqiies^ p. 35). L’argunient to qui figure dans la formule de 
M. Hermite et rargument a employe ici sont lies par la relation 

a = CO -T- jK'. 


131. Les neuf cosinus deduits de Tequation de rherpolhodie. 
— Comme on Fa d(^ja remarque (n° 128), kp, Bq^ Cr sont les 
projections du segment 0(7= ^ = Dp. sur les axes mobiles. On a 
done 


d’OLl 


\p _ Bq 



= P CRT, 
Qsnx, 


P 




'A(D-C) 
D(A— G)’ 




R==b 


/ 


B(D — G) 
D(B - G)’ 

G(A- D) 
D(A-G)* 


= R driT, 
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‘iu 6 

rsous ailons d’abord exp rimer P, Q et R en fonction de Parga- 
meiit r qiii figure dans I’equation de Fherpolliodie. On a 

pins ridentite 

P- cn-'T -f- Q- sn-': -{- R- dii - t [ , 

oil Ton fait successlvement cn-'r= o et dn-T=o, fait connaitre R 
et P: on troiive aim si 

ik , , ,, fl n (’ , 

7 = — jj cn p cn^, 7 = /c sn p sn'r, 7 = jj- uiit, 

on bieii 

JR I'cM Hifcl _ II(p)Hr': ) _ 0i(p)0i('u) 

" ~ ~ ' 'eci-jef-f ’ ~ e(^e(T) ’ 'i ~~ ’ 

el, en posant 

P — K = a, 

de sorte qiie (n° 129) a est purement imaginaire 

‘ ei(«)0(-)’ ‘ ©.(aOeC-c)' " “ 0i(a)0(T:)’ 

Pour calculer les autres cosinus nous prendrons comme in- 
eonnues 

a - 4 - a' 4- i'P', a'^H- ip". 

Entre ces inconnues, on a les equations lineaires 
( a -4 R 3 ) 7 4- ( a ' 4- i p ' ) 7 ' 4- ( x" 4- i [ 3 " ) 7 " = o , 

7 ( a 4 - i P ) 7'J a' 4 - i 3 ' ) = — ^ ( a -|- t ^ , 

(a 4- i3)j? 4- (a' 4 - i^')^ 4 - (a"-i- i^")r =pi-f- 

des deux premieres, on deduit 


a^4 -/p' = (a 4-.?)rtl.^, 

72-1 

72-1 

et, en portant ces valeurs dans la derniere equation, 


(a 4- zj 3 ) 




— Pi 4- 



-2 


KTUDE DES VALEURS REELLES DE SIl W, CSl W, 

Si I’on lient comple des 

Ap -- 

VP V ^ V = 
on pent ecrire cette equation 


Cr = 

/ 

^ D' 


( a — - i ^ ) 


‘ D a ) 1 ! 


-=Pi—iqi 


U resle a exprimer en fonction de « les qiian tiles 

7 / * I \ 7 J I 

on pent ie faire en se servant des relations suivanies 


V 


I 

D 




V D 


/ 1 I 

\ c “ ii 


OR _ .siu’dnr 
P ~ ^ c 11 r 


. H ('.(’ ) 0, r e } 
H 1 1 (' } 0 1 e ) 


. Ht (a ) 0( a'} ^ 
H [ a ) &i{ci ) ’ 


on a ainsL 




aJ 

a-« 


. H 1 (' r? ) 0 (' a ) 

H(t7)0i(/?) 

in — ? 

H 1 ( a ) 0 ( a ) 




r-“i 

H I r <7 ) 0 f a) H 1 (' •: ) 0 K ) H ( <7 ') 01 ( a ) H f 7 ') 01 r-r) 
' H^a) Hf (z) 


Si I’on divise les deux termes de cette fraction par 0-(a)0-i 
et si Ton y introduit les fonctions sn^ cn, dn, elle devient, a 
facteiir constant pres, egale a cn(T — a) : sa valeur exacte esL 

0 (o) Hi(o') HOt: r/ ) 

0f(o)0(V=^ 
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et I'egalite qiii definll a ^ peut s’ecrire 


. e/o) Hifo) Hi 

i i — — ~ Pi' 

H j ! o ) 0 ( T Cl ) 


- iq i : 


H'(o) HiC-c— «) 


'©.(«) 0('^) 


^j/CXt+v). 


Ell supprinianL Igs facteurs coniniuns, el reniarqiiant C{ii6 

et sont deux quanlites egales a \fk, on a enfm 

eiq) Qi(Oj ‘ 


ei('a)0('r) 


et Ton en dediiita'-T- ^ 

Reiinissons les \aleurs des neuf cosiniis 


^ ei(aje(-j ’ 
ei(aj0(i) ' 

0(Vo 0i(^) 

0 1 ( a j 0 ( *: ) ’ 


j-p = ^■ ei(o)e(-i:- « j g;(XT+v), 
0i(a) 0('r) 

a'H- i?J = _£) /(),XH-V) 

e,(a)e(-c) 

jf" -i- i 3" — gi()vx+v) 

^ - e,(a)e(z) 


EXERCICES SER LE CHAPITRE V. 


1 . Lignes geodesiques de la cateno'icle (surface engendreepar la revolu- 
tion d’une chainette autour de sa base). 

L’axe de revolution etant pris pour axe O 5 et r designant le rayon cVun 
parailMe on a, pour I’equation de la surface, 

7 '=-(e“-i~e ''7. 

2 


On trouve que la projection des lignes geodesic[ues sur le plan des xy 
a pour equation en coordonnees polaires 


0 



h dr 


b designant une constante arbilraire et Tangle 6 etant compte a partir de 
la direction asymptotique. 
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1° Soit ^ En posant 


^0 vu- 


, /C r= - . 

ir- jii — /:- ii- ^ ^ 


u = snG, 


Telle est Tequation de la courbe. 
2 ° Soit 6 < a. En posant 


e = X- r /:=t 

Jo — k^v^) « 


6 a 


3° Si Z? = a, on est dans un cas de degenerescence, /: = i : 


e^-f- e-^ (1) 


2. Les neuf cosinus qui servent a definir la position relative de deux 
triedres trirectangles peuvent s’exprimer en fonction de trois parametres a, 
u, X au moyen des formules suivantes 


,E(a)E(u) 


Qi{a)Q^(u) 

0i(a)0i(zi) ' 

0(a) 0(zi) 
0i(a)0i(tO’ 


^ 0i(a)0i(z^) ' 


e(o)0(«^ 
^ ^ e,(a)0,(a) 


J 3" - Hi(o)Hi(tf-a) 

' 0i(a)0i(K) 


dans lesquelles on suppose a et X reels et a purement imaginaire. 
II suffit de verifier 




Y(a -h t'P) + Y'(a^-r- ip') i^’) = o, 

(cz ^ i?)(a — zJ3) H- (a"-i- i^’) = * 2 . 


(') Greenhill, Fonctions elliptiques, p. i38. 
A. ET L. 
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Gela resuite des identites suivantes 

0f (a) 0](«) -H2(a)H3(«) -- 0-(«) 0H«) " 

IlilojHifet — a)0i(a)0i(it) — 0i(o) 0i( — a) Hj (a) Hi(;0 

~ &{o)d{u — a) E{a) ll{u), 

0;-(o) ei{u — a) ei(u-^a) = e^a) 02(ti)-HHf(a)H|(iO. 

0-(o) Q{u — a) e(z6 a) ~ 6\{a) —Elia)imii), 

Hf(o)Hi(zi — a)Hi(zi-4-rO = 0f(«)er(w) - ^^(a) 02(^0’ 

el d’uTie autre identite qui se deduit de la premiere de celles-ci en y rem- 
placant a par o et w par u — a. 

3. Verifier que les valeurs precMentes des neuf cosiaus satisfont aux 
relatious 

0 '-t?')K+in = -T'T''+*Y. 

(x— ip) {«' 4- iP') =— lY + i'l", 

equivalentes au sjsteme suivant 

H- y"y = 0, y' = or!'^ — P"a, 
aa'n- -+- yy' = o, f = a^' — j5a'. 

(D’apres cela les deux triMres dont la position relative est defmie a 
I’aide de ces cosinus ont meme disposition.) 



CHAPITRE VI. 

FONCTIOX p A PfiRIODES LMAGINAIRES COXJUGUEES. 
DISGRLMIXAXT X^EGATIF. 


I. — Le discriminant EST NEGATIF. VaLEURS REELLES DE pu ET DE p' u. 

132. Objet de ce paragraplie. — Supposons qu’on ait pris pour 
periodes primitives d’une fonction pu les quantiles imaginaires 
conjuguees 

2(i)i=:a>2 = 0)2-r- 

tOo designant une quantile reelle et to' une quantile purement 
imaginaire; nous aliens montrer que les invariants sont reels, que 
la valeur de la fonction est reelle quand Fargumenl est reel ou 
purement imaginaire et nous en deduirons que le discriminant 
estnegatif. 

133. Les invariants sont reels. — Les invariants sont donnes 
par les egalites 

I _ I ^ o- — "V' ' 

(2 WWi-r- 27^a>3)^’ (2 -h 2 71 W3 

Comme les quantiles 

2 7?lCOi-l- 2 7Za)3, 2 7710)3-1-2 710)1 

sont imaginaires conjuguees, on pent, dans chacune des series 
precedentes, associer deux a deux les termes de facon que leur 
somme soil reelle. Done les invariants go et g^ sont reels. 


134. Arguments reels, purement imaginaires, imaginaires con- 
jugues. — Arguments reels. — De meme dans la serie 


1 





w = -2 771 0)i -h 2 71 0)3, 

^ I = o, ± I, ± 2 , ± 3, ±. . . , 
w = o exclus. 
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si Ton suppose u reel, on peut associer deux a deux les termes de 
facon que leur somme soil rdelle. Done, pour un argument rdel, 
la valeur de la fonclion pu estreelle. 

Oa voit de roeme que la derivee 

est reelle quand ii est reel; elle garde im slgne constant qnand // 
varie de o a o)o, puisqu’elle ne devient ni nulle ni infmie dans cet 
intervallej et comme elle est negative pour u positif et tres petit, 
elle est constamment negative quand u varie de o a va 

conslamment en decroissant depuis + oo jiisqu a ptoo. 

Argument purement imaginaire . — Pour voir si la fonclion 
p[iu) est reelle quand u est reel, remarquons que Ton change 
seulement le signe de la fonclion pu quand on multiplie par i 
Targument et les deux periodes. On a done 

p{m\ 0 )u 0)3) = — iCDg), 

oil 

. iCOo tOft . iWg t02 

iOJi = H . j 1^3 ~ — — • ? 

2 21 2 21 

puis, comme on peut toujours changer le signe d’une periode, 

p(iwjcoi, W 3 ) = — p(wl itOi, —iws). 

Pour la fonclion du second membre les deux periodes sont ima- 
ginaires conjuguees. Si done u est reel on est ramen6 au cas 
deja etudie. 

En prenant les derivees des deux membres de la relation que 
nous venons d’obtenir, on troiive 

ip\iu I (Di, 0)3) = — p^ii 1 — iWa). 

Les deux egalites precedentes raontrent que si u est reel 
CO3) est reel et p'(z:M | co^, 0)3) purement imaginaire. 

Ges egalites peuvent s’ecrire, en mettant en evidence les inva- 
riants ^2 et g^ au lieu des periodes et 0)3, 


^25 ^3) = “P(m; ^ 2 , —gz), 
^ 2 , gz) = — p\u; ^- 2 , —^ 3 ); 
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ces formules resultent de ce (jiie, si Pon reiiiplace 


par 


Ci)j, OJ3 

iojij — ito^j 


dans les series qui donnent et ^ 3 , ne change pas et 42*3 sc 
reproduit miiltiplie par — i . 


Ar guments imaginaires conjitgues. — A deux valeiirs u et 
imaginaires conjuguees dePargument correspondent, pour lafonc- 
tion, deux valeurs imaginaires conjuguees. En ellet, on a 



II s’agit de montrer qiie, si Pon change i en — i dans Pexpression 
de cette expression se change en pii. 

Si Pon change i en — i dans la deuxienie serie on trouve, en de- 
signant par tvo la quantite imaginaire conjuguee de (P, 



il reste done a verifier que Pon a 



cela resulte de ce que la quantite imaginaire conjuguee de 


est la quantite 


qy = 2 m coi -1- 2 71 0J3 


= 2 7710 ) 3 -i- 2 710 ) 1 , 


et que, dans chacune des sommes precedentes, lyi et 7i prennent 
toutes les valeurs enlieres (fp = o exclus). On pent done passer de 
la valeur de a la valeur de pt^o changeant i en — i; ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguees. C’est ce que nous voulions 
verifier. 


135. Parmi les racines ei, 63 , Tune 62 est r4elle et les deux 
autres imaginaires conjuguees* Le discriminant est negatif. — Nous 
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pouvoQS maintenant verifier queles racines du polynome en 


4(P'0®-^2P“— 8°'3 


sent Tune reelle et les deux autres imaginaires conjuguees. Ge po- 
lynome etant egal a ses racines sent 


ou bien 


^i = pa)i, 


^i = P 






<^3= P 


/ 0)2 



£>2 = pt02. 


On voit deja que la derniere est reelle, piiisque tOo est reel; la 
premiere racine pent s’oblenir en prenant la formule d’ addition 


— pW-pt^-H 

et en y faisant 


4(pw-pc;)2 


(> • 


pz^ et p'l^ sont reelles; pv est reelle et p'p purement imaginaire. 
Done ei = pcOi est imaginaire. La meme formule montre que 
^3=pt03 est la quantile imaginaire conjuguee de Ci (ce qui devait 
^trepuisque Wi et CO3 sont des quantity s imaginaires conjugiu^es.) 

Puisque, sur les trois racines Co, Cs, il y en a une reelle et 
deux imaginaires conjuguees, le discriminant gl — l 
gatif. 

Distinction des racines imaginaires par le signe da coeffi- 
cient de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
naires en considerant, dans chacune d’elles, le signe du coefficient 
de i. 

La racine e^ s’obtient en faisant u=—i 0 ~ — ~ dans la va- 

2 2 

leur precMente de p(zz -j- p) ; le coefficient de i dans le resultat a 
le signe de — I p'wp^^, et, comme p'u est negatif pour it = 
le signe a considerer est celui de 
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comme 1 argament ^ est piirement imaginaire, servons-oous de 
la form 11 le 

nous troiiverons 

'■>’ (x ’ ° ~ p' (if ’ ■ 

Or le signe dii second membre est le signe H-j puisque, quand // 

varie en restant reel de o a - 4 :. p^[u]go^ — g^) est conslamment 
negatif. 

Done, pour la racine le coefficient de i a le signe pour la 
racine 63, le coefficient de i a le signe — . 

Remarque. — On a, quel que soit u, 

P ( -f- CO 2 ) = p( -T- 0)2 )• 

En effet, la periode 2cu^ etant egale a to^ — on peut ecrire 
P ( -f- 0)2 ) = p ( 4- CO2 -i- 2 a>l ) = p ( ^^ -f- tOo ). 

136 . Valeurs de u pour lesquelles pu et p’u sont reelles toutes 
les deux. — Nous avons vii que, quand u croit de zero a oio, 
et pUi sont reelles toutes les deux : p! ii varie d'^une maniere con- 
tinue de — 00 a zero, pu decroit constamment de oc jusqii'a 
<^?2 ™ polo. Nous voulons maintenant definir toutes les valeurs de ii 
qui rendent reelles pw et p^ u. (lonsiderons la I'elation 

p'-(w) = — e^){pu — e 2 ){pu — 

si pu est reel, le premier et le troisieme facteur sont imaginaires 
conjiigues, leur produit est positif : pour que p^ u soit reel il faut 
que Ton ait 

pi^ > eo. 

Soit a une valeur reelle plus grande que il y a im argument 
reel p, compris entre 0 et co^, pour lequel on a 

pu = a; 

toutes les autres solutions de cette equation sont donnees par la 



= dr P -h 2 77ltUi-|- 2 /^C 03 , 


m el n etant des nombres entiers. 

On conclut de la que, si un argument u rend reelles la fonc- 
lion pu et sa derivee p' u, on pent toujours, en ajoutant des pe- 
riodes, le ramener a etre reel et compris entre — Wo et -h ^^ 2 - 

11. — Expression des periodes par des integrales definies de la forme 

NORMALE DE LeGENDRE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. 


137. Expression des periodes enfonction des invariants, 
periodes etant, comme plus haul, definies paries egalites 


■ Les 


awj = 


2 (1)3 — tOo H~ 5 


on a vu que, si u croit de 0 a tOo, pu decroit constamment de + oc 
a eo. L’equation differentielle a laquelle satisfait la fonction x = p u 
etant mise sous la forme 


du : 




on obtient, en faisanl croitre m de o a wj, I’egaliL^ 
to,= r”— — 

qui donne I’expression de w, en fonction de §■.> et de 
Pour avoir 1 expression correspondante de remarquons que 
SI Ton remplace ies periodes aw, et 2 W 3 par les suivantes 

aiwi= _ 2{a)3= _ {(0, 

L j -? 




il faut remplacer 
par 


^2, ^2, ^3, e. 


"f"? ^2} — — 6 - 2 . 


Legalite precedente devient, par ce changement, 




dx 
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138. Les int^grales donnant les valeurs de w, et ^ ramenees i 

i 

la forme canonique de Legendre. — L’integraie qui donne la va- 
leur dc t,y> peut s’ecrire 


X 


dx 


2\/(^X 6i'){x — € 2 )[x — 63 j 


Faisons le changement de variable 


I’integrale devient 


X — 69 — 


6D2 : 


dz 

Jq — ei) (xr- -f- 


^i)(- 


-63) 


Les qnan tiles et — Cs sont imaginaires conjuguees. Po- 

sons 

^2 — 63 = p(costj; - 4 - I sini}/) p > 0, 

— ei==p(cos4' — 0 < < ?:. 


Ajant prls p positif, nous pouvons clioisir A entre 0 et 
piiisque d^signe la racine iinaginaire pourlaquelle le coefficient 
de i est positif. Le polynome bicarre qui se trouve sous le radical 
pent alors s’ecrire 

COSl}^ 4- p2=:(j32-h p)2~ 


de sorte qii’en posant 


on a 


O2 v^p = / 


if /p, sin^ 

dt 




le coefficient differentiel de la nouvelle integrale ne fait qne 
changer de signe quand on pose 


t = 


I 

1 


et que I’on neglige ensuite I’accent. On en deduit 
dt r" dt 


^ 

Jo 


v/(r-4-T)2-4A'f r- 



puis 


/'■ dt 

D.>i/0=2 I . - - 

‘idt 

. /•' 


el ii n'j a plus qu'a poser 

2 if 

pour obtenir Fegalite 


= sino ou t tariff -? 


<..v/p= r7=^=. 

Jo VI — sm^cp 

dans laquelle I’integrale est de la forme normale dc Legendre 
(rozrn^ll'l). 


Transformons de m4me Fintegrale 




dx 


\/AX^—g^W^g 


-f 


dir 


2\/(ir -h ei)(ir -h e2)(ir-t- e^) 

En faisaut le changement de variable 

X = — 60 ”4~ - 3 “. 


il vient 


i ^ r dz 

'' Jo e,)(s2. 


•63 C 2 ) 


puisj en introduisanl, comme dans ce cjui precede, le module et 
Fargument des quantiles imaginaires conjugii^es c, — e^— 


Posons 


^ (---H p)-— 4-^-p cos' 

-S = Jf/p, COS2 ^ = A-J-, 

/-w; dt 

Vp-f= - r - ■■ ' ■: J 


2l 

2 


nous trouverons 
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et, en tenant compte de I’egalite 

dt 


f 


d± n _ ch 


nous obtcnons pour -4 line expression de la forme cliercliee. 
Reunissons les deux formules cjui viennent d’etre demontrees 


w^\/p-f ■■■ 

/i — A-fsin-tp 

-V?- C- ■ 

* Jo sif*-? 


k\ ~ sin 2 -i-. 

2 


= C0S2 A J 
2 


p et (j; ctant ddfinis par les egalltes 

^2 — e;j ~ p (cost}; -+- i sin t}^), p > o, 

Co — nr: p(cosiJ^ — i sinij;), o < 6 < 

Ces deriiieres inlegrales, dans lesqiielles on fait 

sincp = 


prennenl la forme des integrales qui donnent K et dans le 
n<^ 108. 


139. Variation du rapport — Des egalites precedentes on 
dediiil 


J<02 

0^2 


n- do 
J \/i — k\ sin ‘^9 


r 

Jo /i — 


sin^cp 


et Ton voit qae le rapport ^ augniente constamment qiiand k' 

croit de o a i, car le numerateur augmente et le denominateur 
diminiie. Ce rapport est egal a zero pour k\ — o, il estegal a 4-cc 
pour kj^ rm I ; il passe done une fois et line fois seulement par une 
valeur positive donn^e quand k‘\ croit de o a i. 

On peut alors vc^rifier, en se servant des seules integrales ci- 
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dessus, quCj si les valenrs de co^ et de sont donnees, cliacime 
des racines e,, Co, a une valeur unique. En efifet ^ ayant une 

valeiir positive donnee, A’J a une valeur unique comprise entre o 
et I : Iq etant ainsi determine, Fegalite qiii definitcoo, par exemple, 
iiiontre que y'p a une valeur unique, le radical etant pris avec le 
signe — . Pour passer de la aux valeurs de e^, e;? remarquons 

que cos'i et sini, definis par 

cos 6 = ~ 5 sin 6 = 2 o < tj; < 

sont determines sans ambigui'te, Alors les egalites 

ei ~ e-2-J- ^3 = o, = p (costt H- i sin*}'), 

= p(cos 6 — i sini}^) 

determinent une valeur unique pour cliaciine des racines e \ , ^ 2 , 


in. — Retour a la fonctiox p a discriminant positif. Expressions 

DES PERIODES SOUS LA FORME GANONIQUE DE LeGENDRE. 


140. Les integrales qui definissent les periodes ramen^es a la 
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener a la forme 

canonique de Legendre les integrales qui definissent to et 

dans le cas ou eo, sont reelles. {Voir n'’® 53 et 54). 

On a d’abord 


- 

J v/4^^ — ^2^*— ^ 1 i 


dx 


2\/ {x ei){x — eq){^x — 6 ^ 3 } 

Dans cette integrale, faisons le changement de variable 


^ = ^3 -i- ^ » dx-- 




g etant une constante indeterminee ; Pelement de Fintegrale 
devient 


— dz 



Dans le produit qui figure sous le radical le premier facteur se 
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diiii'a a i — si nous posons 




le second facteur deviendra alors (i — k-z-) en posant 


cst un nombre positif et plus petit qiie un : le coefficient dif- 
rcntiel a done la forme clierchee. En mettant maintenant les 
)uvelles limites de Fint^grale, nous trouvons 






qiii est la forme clierchee. 
Transformons de meme Fintegrale 


I ^'3 ^ o '3 


ei){x e^){x 


i faisant Ic changement de variable 


x = — + dx ■ 


. 2 ^2 — . 
-.3 ’ 


ildment de I’integrale devient 


)(■ 


as Ic radical, Ic second facteur devient ^gal a t — si nous 


* = — ^ 3 , 


le premier facteur devient aloi's i — en posant 




cst positif et plus petit que i . Nous avons done 


0' ___ 
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Reunissons les deux resultats precedents, en faisant dans les 

inte^raies le changemenl de variable ^ " siiicp, nous avons 


_ do 

J /i - A-2 sTn^ 


^ 0 


\/ I — /c'- sin- o 


= V <? 1 — 


/c-2 = flZlf? , /:'2 = £i — f2 , A-’- + A'2 = I . 


On norame g le multiplicateur 5 /c est le module, // le module 
coraplementaire. 

141. Variation dii rapport — Considerons, maintenant, le 
rapport 


do 

0' _ Jq \/i--/d^sin^-o 

CO 

r^- do 

\/i — Ar^sin^cp 


En ralsonnant comme au n° 139 on reconnait que, si croit de o 
a 1 , le rapport ^ decroit constamment de -h a o. 

D’apres cela, on peut encore verifier qu’il n’y a qu’un seul 
systeme de valeurs de k- et de g pour lequel les integrales cn 

et % prennent des valeurs donnees, si Ton suppose g positif et A- 

pris entre o et i. En efFet, le rapport ^ ayant ime valeur donnee, 

il n’y a pour k- qu’une seule valeur comprise entre o et i ; k^ 6 tant 
determine, I’egalite qui donne la valeur de par exemple, 
donnera pour g une valeur unique. 

Les quantites A- et g etant determinees, on a immediatement 

^1 — ^3? ^2 — ^3* 

La somme de ces quantites donne — -Sea, puis des differences 
connues — ^3 on deduit et eo. 
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IV. — Gas DU discriminaxt negatif. Application geometrique. 

1 42 . Etude de la courbe rj? = p 7 = p' it, y- = 4 ^ ~ S'^- — 

Nous insisterons seulement stir les differences que le cas de A<<o 
presente avec le cas deja etudie de A >* o. 

Si .2: et 7 sont tous deux reels, on peut toujoiirs, en ajoutant 
des periodes, ramener rargiiment a etre reel et compris enlre 
— (Do et -j- cDo (n° 136 ). Quand on change u en — u, x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est done symetrique par rap- 
port a Ox et il suffit de faire varier de o a tOo. 

Quand u croit de o a coo, y est negatif, x decroit constamment 
de -h 00 a eo. La tangente an point situe sur 0.2? est paralltde 
a 07; la direction asymptotique est celle de O7. On a done la 
forme de courbe indiquee par la Jig, 19. 


Fig. 19- 



La courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie, 
comme cela se presentait dans le cas du discriminant positii. 

Tangentes paralleles d Ox, — Les points ou la tangente est 
parallMe a O^ sont donnes parTequation 

P"(iO = 6^72— 1^2=0, 


37 = pw, 
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Qiiaud g2 est negatif, 11 n’y a pas de points ou la tangente soil 

paraiiele a 0.r. ^ 

Quand g-2 est positif, les deux valeurs de x qxu annulent p a 
sonlreelles; maJs pour qu’a une valeur reelle de ^ corresponde 
line valeur reelle de j/, il faut que 1 on alt 

X > 


Nous avons done 
Fequation 


a chercher, en supposant gi > o, combien 
p" u — 6:^2 — d ^2 = o 


a de raciues plus grandes que Ca et nous sommes aiusi conduits a 
subslituer e-^ a la place de x dans le poljnome enlier en x qui 
donne la valeur de li. 

Ce polynome se presente sous une forme plus commode, si Ton 
derive par rapport a u les deux membres de I’identild 

= 4(37 — ex){x — e{){x — 63), 37 = pu. 

On trouve, apres avoir supprime le facteur commim 
1 = ( 37 — e2)(x — es) H- (37 — ei)(3? — 63) -h (3? — ei)(3? — e^), 


et la valeur du polynome pour a: ~ est 

(62— ei)(e2— 63); 


comme les deux facteurs eo — ^1, Co — 63 sont imaginaires con- 
jugues, le resultat de la substitution est positif. Done 63 est supe- 
rieiir a la plus grande racine on inferieur a la plus petite, et comme 
ces deux racines sont de signes contraires, e’est le premier cas 
qui se presente quand eo est positif et le second quand 62 est nd~ 
gatif. Le signe de Co est le meme que celui de gs puisque Ton a 


^3= ^163^2* 


En definitive, pour qu’il existe sur la courbe des points ou la 
tangente est parallMe a il faut et il suffit que Pon ait 


^ 2 > 0 , ^ 3 < 0 . 
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Dans le cas contraire la courbe presente la forme de la fig, ig. 

Tangentes menees dhia point P. — Si le point P a pour pa- 
rametre les points de contact ont pour paramelres 

p p p p 

1^0 = — Z/2 = — - -r- tOi -f- W3, Uz = — - -f* C1J3. 

Comme est reel et que et CO3 sont imaginaires conjugiieSj 
^^0 et zzo sont reels, et imaginaires conjugues. 

Ainsi, par im point de la courbe, on ne pent mener que deux 
tangentes reelles a la courbe. 


V. — Discriminaxt xegatif: application au mouvemext d’ux projectile 

DAXS rx MILIEU DOXT LA RESISTANCE EST PROPORTIOX’XELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (1). 


143. Equations difPerentielles et integrales premieres. — Pre- 
nons pour origine O la position Initiale dii projectile, pour direc- 
tion de Faxe des la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soil x bangle de Oo: avec I’hori- 
zontale, a etant regarde comme posilif quand Ox est au-dessus 


de I’borizon ; Tangle des axes est alors - 4 - x. La resistance de 

o 2 

Fair est une force dirigee en sens Inverse de la vitesse, et egale a 
^ designant la vitesse, et c une constante. 

En designant par ^ et y les coordonnees du mobile, et par s 
Fare decrit sur la trajectoire a partir d’une origine fixe, la force 
due a la resistance dii milieu a pour projections sur les axes 
O X ^ Oy 

[ ds\^ dx / dsfi dy 

^ \dl) ds^ ^ \dt) ds ’ 



et les equations du mouvement sont 


(0 


d -x _ 

dt^ ^ \dt) dt^ 
dt- \dt) dt 


(4 Voir Greenhill, Fonctions elliptiques^ traduction de Griess, p. 375. 
A. ET L. i5 
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Eliminons entre les equations (i) et ( 2 ) les termes qui pro- 
vlennent de la resistance; il vient 

dt de- dt de ^ cii’ 


dy 

ou blen, en posant p. 


(3) 


d\j. dx _ 

lu lu ~ 


D’autre part, en remplagant, dans I’equation ( 1 ), ds par sa va- 
leur tiree de 

ds- = dy’^ —‘idydxsina-^ dx^^ 


nous trouvons 


d-x 

Hr- 


puis, en tenant compte de I’equation (3), 
(4) 




c \dt 


dt'^ 


d\x 

di 


Les deux membres de I’equation (4) sont les d^riv4es de fonc- 
tions qui s’obtiennent immediatement. Int^grons de o a it, il vient 

if [(§)■■-(§):']= I 

en remarquant que, d’apres le choix des axes, p. = o pour ^ = o. 
Nous supposerons la vitesse initiale tres grande, et nous neglige- 

rons le terme ^ \^\ de sorte que, en posant | = (V* et 


on a 
(5) 


P = {jl 3 — 3 [x2 sina -h 3 |jl, 
dx 


dt 


— wV 


L’equation (3) donne alors 




W 


= P”3 



et, en integrant, 


( 6 ) 


•>0 ^ 0 ( 


— 3 jx- sin a -r- 3 a 

D’autre part, en remarquant que I’equation ( 3 ) pent s'ecrire 

d'Ji / dx\- 
dx \ dt ) 


dx 


et en j remplacant ^ par sa valeur dree de ( 5 ), on trouve 




puis 


et enfin, en integrant, 




- dy = pL P ^ d\i^ 




< 8 , ‘df.J 


dvL 


([jl 3 — 3 jx- sin a -h 3 [x 
[X d'^ 

2 

0 (jx3 — 3 {x2 sina -h 3 tx)"^ 


Les equations (7) et (8) definissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire [jl et Tequation (6) donne la valeur de t pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynome 

P = {x(p!,2_^ 3 jji. sina -h 3) 

n’a d’autres racines reelles que zero, etl’on en conclut aisement 
que, quand [x croit de o a + 00, ^ et 7 deviennent infinis, et x 
tend vers line limite : nous designerons cette limite par a. II est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que w est la valeur de cette limite. En effet, Tequation ( 5 ) 
montre que, pour p. = 00, on a 

dx 


et I’egalite 





•228 


CHAPITRE VI. 


montre ensuile que, ayant ime limite, ~ a une limite qui est 
la meme. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
= a, et lorsque le mobile descend indefiniment sur la branche 
de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une 
valeur limite w. 


144 . Integration par les fonctions elliptiques. — On pent ra~ 


mener I’integrale qui donne la valeur de ^ (equation 7) a une 

integrale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 




. [i - — 3 (JL sina -i- 3 


m etantun facteur constant arbitraire. Nous pourrons d(§terminer 
^3 de facon que, dans Pexpression 

/ ^ _ (4 [JL sina -4- I2?n6 

4- -^3 , 

le trinome du second degre en [ji. soit carrd parfait; il suffil de 
poser 

4 — ^3 = 3 /n.® sin2 a, 

d’ou 

^3 = 7nS(4 — Ssin^a). 

II vient alors 


/4 — ^3 = w ^ 


et, en differentiant, 

_ 2 m^\/ 3 dix 

Cette equation pent s’ecrire 

d- _ __ m>sj3 __ d]x 


I dx 


en prenant 771- = on a done, en definitive, 

^ = r 

.1 


dz 


4 


’^3 
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On en conclut 

(9) 

puis, d'apres Texpression de dz^ 

P 


tj. sin a — 2 


( gx ^ _ jj. sin 1 
"" \ ^-) “ ^ 


Quandt est egal al’abscisse <2 de I’asvmptote verticale, ul = x, on a 
et, par suite. 



sma 


I 


“ T"’ 


0 




D’apres cette derniere equation, on a 


dx 


AS) -Am' 


y = 


r.'f£E\ 


— dx. 


C’est I’equation de la trajectoire. 

Ecrivons u et au lieu de ^ et de Tequation prend la 
forme 




Jo 


et nous aliens pouvoir Tin tegrer en appliquant la regie du n® SO. 

Pour rendre le denominateurrationnel, multiplions par 
les deux termes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, ^tant nul, on a 

p^2 _ p'2 = 4 (p3 p __ p3 u)^ 

= 4(pt^-'Pw)C£pP — pM^CeSpp — pw), 

£ et £^ etantles racines cubiques imaginaires de I’unite 
— i-+-iv/3 2 —”^ — ^V3 


2 


2 
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En operant la decomposition, en fractions simples, on a 

6p-p _ 6p^p(pV-^p'^) 

ipV-f-p'w ^ -4- p'lc ^ I ^0 p'i^-+-p'ic 

~~2'pv—pil~^ 2'"epp — pw 2 Z^pv—pu 
— ^ ^ p'(£^)-4-p'g^ + - £2 p'(£^t^)-+-p'^ . 

~’2pP — p2i'^2^p(£P) — pi^ ^ P^^^ 

car si dans la formule d’homogeneite 



p(~l = P^P(^; ^2j ^ 3)5 

V / 

on fait ^ 0=0 et n — £ puis [jl==: £-, et si Ton remarque que - = £^, 
on trouve 

P(w£ 2 ; 0, ^3) = £-p(i^; 0, ^3), 
p( 2 ^£; 0 , ^3) = £p(2^; 0, ^3), 

puis, en prenant les derivees 

p'(a£2; 0, §‘i)=^p'{u; o, ^3), 
p'(a£; 0, gz) = p'{u\ o, ^3)- 

Des equations (i i) et ( 12 ), on concliit 

(,3) gZ = +£2l 

Jq pv — pu 2 pzv — pa 2 pz^v — pu/ 


Mais, si dans la formule d’addition pour [n*^ 44, eq. (65)], 
on change en — p, il vient 


2 pz 4 — pp 


— p) — 4 - i^p. 


Dans cette egalite changeons p en £(^puis en s-p et remarquons 
que, d’apres la formule d’homogeneite (n° 36), = et 

t^(£2p) = nous obtenons 


2 pW — pSP ^ ^ ’ 

= — s^p) — -H e^p. 


2 pi^ — p£2(, 

D’apres cela P^quation (i3) peut s’ecrire, en tenant compte de 
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ce que i + s -i- =2 gs^ 

g = r {-i:,v~n{u-9)-t-{u-zv)--=?r{u-z-^v)]du, 
et Ton obtient enfin 




= — 3 ^ p — Log 


tfp 


T d(tv — u) cr'(s 2 p- 

'-Log- 4 — -e 2 Log-L_ 


■ zO 


L’expression dii temps t se trouve au moyen de Tequation (6) 
qui donne, par un calcul analogue, 


il 

w 


d’ou 



p'p — p'w 


du 


r/i p'«H-p'p 
Jo V2 pp— pzi 


I p'zv^p'ii ^ I ^ p'£^p- 4 -p'm \ 
a" psF — pzi 2' ps^F — pzt / ’ 


w cTp 


d{zv — u) T 

. £2 Lo^ ^ _ £ Log — — — 


• 


cr'sp 


145. D^veloppement de 6t de ^ en series entieres ordonnees 
suivantles puissances de — Lorsqu’on se propose de de- 

velopper y et ^ suivant les puissances entieres de il est 
commode d’employer la fonction 

^(u, v) = 

qui est egale a i pour = o. II vient alors 

= — Log 4 ^(zz, c^) — sLogtj/(w, z{>) — t-'Lo%^{Uy z-v), 
w- 

^ =— Log4^(M, P) — s2Logi{;(a, £P)— £Logt}>(w, 

iV 

Preiions les derivees logarithmiques et developpons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 

I d^ t tr 
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en integrant de nouveau, on obtient 

r U'* „ 

(i8) Logi];(M, p)=— — iPPH- t'— ('-t-- ■ 


Done, en remarquant que gi—o etfisp = sj3P 

Zl^ jr^3 

(19) Logt^ti, sp) =- 

IL“ Zi^ U^"* 

(20) Log^(M, £2p)=- ^e-pen- jj-p'p- ^sp''e-... 

On en conclut 


gt oT^' 

— = 3 -r p P - 
{V L2I 


U"' , 1 

_p(S)p + _p(8)p+...J, 

f5p"'e+ |^pi«)p + ...J. 


Dans ces formules, on doit poser 

gi=o, ^3= ^(4- 3sin2a), 
pp = |, p'p=isina, p"p=|, p'"p=|sina, 


Le discriminant etant n^gatif, les p^riodes de p s’exprimenl 
I’aide des formules des n°^ 137 et suivants. 

Les derivees pi" . se calculent par voie recurrente, < 
derivant un nombre quelconque de fois la relation 

(p'w)2=4p3w — ^3 


et faisant ensuite u = p. 


CHAPITRE VII. 

INTfiGRALES ELLIPTIQUES. RfiDUCTION A LA FORME NORMALS 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 


I. — InTEGRALES ELLIPTIQUES - 


146. Exemple ^lementaire de la methode employee pour cal- 
culer les int^grales elliptiques. ~~ On demontre, dans les elements 
da Calcul integral, que I’integrale d’une fonction rationnelle de x 
et de la rac.ine carree d’un trinome du second degre sj ax'-+-2bx-{-c 
pent etre ramenee, par iin changement de variable, a I’integrale 
d’une fonction rationnelle ou al’integrale d’lme fonction trigono- 
metrique. 

Plagons-nous a ce dernier point de vue, pour rattacber a des 
notions elementaires le probleme que nous traitons dans ce 
Cliapitre. Soit 

(l) jR(x,y)dx 


line integrate oii R(:r, y) d^signe line fonction rationnelle de x 
et j", y ^tant lie a x par Tequation 




y = ^ ibx c. 


Si Ton fait im changement de variable, en prenant comme nou- 
velle variable u I’integrale 


( 3 ) 



I’integrale proposee (i) devient Fintegrale d’une fonction trigo 
nom^trique. Pour le verifier, ecrivons 





^ \ 2 ^-2 — ac 

a) 



__ 

a~^ 


H }- — ac 


— a='k^ 


il vientj en choisissant pour Xq la valeur qui annule z, 


r dz 
- 7 =-^ 

Jo \/i — 


(4) X =~ — ^ sin X ii, y = - ac cosXzi, 

dx ~y du. 


A.vec cette nouvelle variable I’integrale (i) devient I’integrale 
d’une fonction rationnelle de et cosXz^, integrale que Ton 

sait calculer. 

En employant un langage geometrique, on pent dire que I’eqiia- 
tion ( 2 ) represente une coniqiie, et que les formules (4) ex- 
prinient les coordonnees d’lm point de cette conique en fonctions 
uniformes de u. 


147. Integrales elliptiques. — Considerons une integrale de la 
forme 

(5) J'R(x,y)dx, 

ou R(a:j y) est une fonction rationnelle des deux variables x ety 
liees par la relation 

( 6 ) y ~ J ^0 “T~ 4 "T" ^ <^2 4 ^3 ^ ”i~ ^4 } 

dans laquelle le polynome sous le radical est dii quatrieme oii du 
troisieme degre. Une integrale de ce genre s’appelle une integrale 
elliptique, Les integrales elliptiques ont fait Fobjet des recherches 
de Legendre, avant la decouverte des fonctions elliptiques par 
Abel. Pour les calculer, on peut faire un changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable u Fintegrale 



Les quanlites x el y deviennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de i^et le calcul de I’int^grale (5) 
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est ramene au calcul de I’integrale d’lme fonction elliptique, calcul 
qae Ton saitfaire a Faide de la decompositioa en elements simples. 

En employant im langage geometrique, on pent dire que les 
coordonnees ^ et y d’un point de la courbe (6) s’expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable w, ce qui permet de trans- 
former rintegrale (5) en Fintegrale d’une fonction elliptique. 

148. Premieres reductions de Fintegrale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle R(^, on pent loujours remplacer les puis- 
sances paires de jy par les puissances du polynome 

et ramener cette fonction a la forme 

P H- Q y 

pj_i_ Qj jy’ 

P, Q, P^, Q^ designant des polynomes en x. Si Fon multiplie et 
divise par Pi — Qijp en remplagant encore par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 

R(^)h-jkRi(^), 

oil R(x) et Ri (^) sont des fonctions rationnelles de x. L’inte- 
grale I se partage alors en deux parties 



dont la premiere s’obtient immediatement, comme Fintegrale 
d’line fonction rationnelle. Quant a la seconde nous Fecrirons, en 
multipliant et divisant Felement differentiel par 

S(x) etant une fonction rationnelle de x 

n. — Forme normale de Legendre. Integrales de Jacobi. 

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu’une integrale 
elliptique est ramenee a la forme normale de Legendre quand la 



racine carree jk de la forme 
7 = 


ou k designe une constante appelee le module. Dans les re- 
cherches theoriques, cette conslante k a une valeur quelconque 
reelie ou imaginaire; dans les applications a la Geometricj a la 
Physique, a la Mecanique, on pent, comme nous le verrons, la 
supposer reelie et moindre que Tunite. 

La racine carree jk ayant cette forme, voyons comment on pent 
calculer une integrale de la forme 

a laquelle on peut reduire toute integrale elliptique, d’apres le 
paragraphe precedent. Actuellement on peut encore, par des pre- 
cedes algehriques, simplifier cette integrale, en profitant de ce 
que y est la racine carrde d’un polynome bicarre. La fonction 
rationnelle S(ir) peut toujours s’ecrire 


ou Si et sont des fonctions rationnelles de L’intdgrale 
s’ecrit alors 



Si(x^) dx 
7 


■/ 


X Sidx'^^dx 
7 


La deuxieme integrale se ramene imm^diatement a une intdgrale 
elementaire par la substitution 


qui donne I’expression 



<0li f ^ ) dz 


oil le polynome sous le radical n’est plus que du second degre en 
Finalement, on est done ramene a Tintegrale 


fSi{x^)dx /- ^ 

J j ? y = \/{i~x^-){j — k^x^). 
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Si r on y fait le changement de variable 
dx 


•2 37 


eJle deviant 


r dx r ^ dx 

J* Si {sn-u) du. 


integrale d’une fonction elliptique aux periodes 2K et 2i¥J. Pour 
la calculer, il faut decomposer la fonction elliptique en elements 
simples, en procedant comme nous avons fait au oO dans une 
question qui, au fond, est identique a la question actueJle. On 
d^composera d’abord la fonction rationnelle de x-, en 

fractions simples 

Si{x^)~ Cq -h . .-7- CpX-P-^ ^ 

^ ^ ^ X^ X'* 

, yf ^ ^P-1 ~l 


ou nous mettons a parties termes en x'et en i quand ils existent; 

la somme S est alors relative aux racines a qui sont differentes de 
zero. 

Faisant ensuite ^ = snu, on sera ramene a calculer les inte- 
grales des types suivants 


(8) sn-uduj J sn'^udu, ^ a ^ ^ S 


OU n est un entier positif ou negatif, 

du 


(9) 


r dll r ^ 

J sn2 w — a ’ J {sn.~u- 


■CL)'^ 


r du 
J (sn-w — a)p’ 


OU a est different de zero. Ces integrales sont faciles a obtenir par 
la decomposition en elements simples. 

On pent, par voie recurrente, ramener toutes les integrales du 
type (8) a la premiere de ce type. Quant aux integrales du 
type (9), elles se deduisent de la premiere en la differentiant par 
rapport a a. De la Timportance particuliere des premieres inte- 
grales de chaque type. Nous allons les calculer. 



CHAPITRE VII. 


loO. Integralos de promicre, deuxiem© ©t troisiem© ©sp^c©, d’a- 
pres IliBgeiidre et JacoM. — On appclle integral© de prciTiiere 
espece I’integrale 


__ r"" 




On appelle inlegrale de deuxieme espece, Pintegrale 
dn y 


qui devient, quand on j fait ^ = sn u, 


sn^ u du. 


Cette integral©, que Jacobi design© parZ(a), a pour valeur (n° 100) 

e^o) e^(^) 

^ 0(o) 0( w) 

Quand u augment© de 2 K ou de 2 fK' I’expression que nous 
venons de trouver pour Fintegrale de deuxieme espece 4prouve 
des accroissements constants 


2J = 2K- 






que Ton appelle modules de periodicite de Vintegrale de 
deuxieme espece. On en deduit la relation 

KJ'— JK'= 


3® On appelle integral© de troisieme espece Fintegrale 

dx 

Jo 

qui devient, quand on y fait a; = sn u, 

r'' da 

sn^ii — a’ 


OU a est different de zero. Pour la calculer, determinons un argu- 



nous aurons a caicuier i mteffrale 


r-^ 

Jn 


qui est donnee par la formule suivante etablie au 100 


. snacnadna_ i — <2) i B’(ti-^a) %'(a) 

^ sn- u — sn 2 a 2 H ( w — a) 2 H { -r- a ) ’ Q(a) 


/ sn a cn 


Q,xia diVia du i, B(a — ii) 0'(a) 
= -Losttti : — 


— Jjut: -TT- — CO 

2 ®H(a — Zi) 0(«) 


Si, dans la formule de decomposition ( 10 ) on change en 
elle devient, d’apres la relation 


sn(zz -r- zK') = 


et la formule donnant H(zz -f- iK.’) en function de 0(^/), 


/c'2 sn a cn a dn a sn^ a _ 1 Q'{u — a) 1 0'( zz a) 0'(ci} ^ 

i sa- a sn^ u 2 0(zz — a) 2 0(zz~T-a) 0(a) 


Pour designer Fintegrale du premier membre prise de o a z/, 
Jacobi emploie la notation n(zz, a) : 


n(zz, a) = sna cna dna j 

do ^ 


sn2 u du 


— k- sn- a sn- ii 


1 ^ 0(a— u) 0'(a) 

2 0(a -f- zz) ^ 0(a) 


4° Formule recurrente pour le calcul de J* sn-"zz du. En 
calculant Texpression 


-j- [sa2«-Szz cn zz dnzz], 


et designant, pour abreger, par s la fonction sna, on trouve 


ou en ordonnant 
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(272 — 3)52^-^ — (272 ~ 2)(l -H A'2 ) 52«-2 _|- ( 2 /2 — l) ^2 52^. 


En integrant on a 


52^ du. 


sn2«--3 cn M dn 22 =(271 — 3) J ^2/1-4 dii 

— (272-— 2)(H-A'2) ^ 52/i-2 du -h (o. 71 — l) S 

formuie qui permet de calculer toutes les integrales J* du (que 

n soil positif ou negatif) en fonction des deux premieres corres- 
pondant a /i = o, et n = i , 


ni. — Reduction a la forme normale de Legendre. 


lol. Cas d^un polynome bicarre. — Soil I’integrale eliiptique 

ou S(2t;) est line fonction rationnelle de x, et y la racine carree 
d’un polynome bicarre 

y =■ \/A.x’*-+- 2 B 2 r 2 4. c. 

On peut encore ecrire, comme dans le paragraplie precedent, 

S(x) = 

oudl et,^^ sont des fonctions rationnelles de.2;-. L’int^grale prend 
alors la forme 

La deuxiSme int^rale devient une integrale ^I^mentaire par la 
substilutioa 

= z. 


II reste done a calculer Fintegrale 



dx 

y 
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Si i*on ne s'astreiot pas a ii'introdiiire que des elements reels, celte 
inlegrale se ramene immediatemenl a la forme normale de Le- 
g'endre. On a. en elTet, en decomposant le polynome bicarre eii 
facteurs 

v ' a- — jr~ y. 3- — :t- e 

X el 3 pouvant etre imaginaires. Si Ton fail ensuile 


elle est reduile a la forme normale de Legendre el on la calciile, 
conime dans le paragraplie precedent, en faisant 

o = sn (z/, k ). 

Alors on a 

:c ■= 7.Z = % sn u, — x- a c a u , 

y/'yi — x-=: 3 V I — k- z- = 3 <ln z/ , 
r = a 3 v ' A cn ii dn 
r = — 1— / a) dll . 



152. Reduction a la forme normale en quantites reelles, dans le 
cas d’un polynome Mcarre de la forme A(^2_^ 3); A, a et 3 

etant reels. — Siipposons que Ton ait 

j = ^ ‘2B.r2 + G, 

A, B, G etant reels et B- — AG positif : on peat alors ecrire 




a et ^3 etant reels. Plusieurs cas soni a distinguer suivantles signes 
des quantites A, a et p. Gomme on pent toujours, devant le ra- 
dical, mettre y^zh A en facteur, on apourjK les types suivants ou a 

A. ET L. i6 
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et b designent des quanlites reelles 



Voici, pour cliacun cle ces types, Line substitution reelle propi 
ramener I’integrale 

a la forme canoniqiie de Legendre. 

Type /. — Soit 

y = y4, a~ — { fy- — <2- )> 6-. 

La quantite devant etre reelle, x- est exterieur a Fintervj 
6-. Deux cas sont a distinguer suivantque est inferieur a 
ou superieur a a‘. 

Premier cas : x-<i b-. — On fait x ^ bz; et Ton a 

y=:ab i — 

Le radical est done ramene a la forme demandee avec un mod 
reel moindre qiie I’unite. Faisant ensuite 

-s = sn u. 

on a 

x=bsnu^ sjb- — x-=bcnu^ \J a - - 2 ,*- = a dxiu^ 

y T= ab enu u, 

1 = L J* Si.{b- sn2 u) dll. 

Deuxieme cas : a-. — Posons 
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Le radical esl encore ramene a la forme demandee. el en po 
sn w, on a 


a 
sn u 


— a- = a 


cn ii 


y = a^- 


<11 Ll 

cnu dn u 


\ X- — ii- = a 


d 11 


sn - u 


i du. 


aj \sn-n/ 

Type II. — Soil: 

y = s/ ~ X- ){ X- — 1 , a-y> b-. 


Pour que j" soil reel, il faut qae x- soil compris entre a- el i 
SLiffit de faire 

a- — x- = x'-, x'‘<Ca- — b-, 


[)Our ramener Idntegrale 


a Pintegrale 


^ cfl(x-)dx 

J \/ya-—x-^;\ x '^ ■— b - i 

r (' a- — x'- ) dx' 

J I a - — x'- }{ a - — b- — 


qui rentre dans le type I. 
Type III. — L’integrale 


f 


z dx, X - < a- 


■x'^){x'^^ b^-) 
se ramene de meme an type I par la substitution 

a - — x^ = x'-, 


qui donne Pintegrale 


I 


Slia-— x'-^) 


-x’-){a--{- b''^ — x '~ ) 


r dx' . 


Type IV, — L’integrale 


J a2)(a72-i- 


62) 


dx, 072 > ^ 2 ^ 
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et h desigaent des quantiles reelles 


ll) 

J 

1 

11 

(II) 

y = /(a'- — x'^){x- — b-). 

(III) 

y = /(a 2 ~a 72 )(a? 2 -}- ), 

'IV) 

y ~\J [x- — a- ){x~ b-)j 

(V) 

y =z a-)(x--h b^). 


V'oici, pour cliacun de ces types, ime substitution reelle propr 
ramener Tintegrale 

a ia forme canonique de Legendre. 

Type I. — Soil 

y — \J ( a- — x-){b- — x'-)^ a'^ > b-. 

La qiiantite j/ devant etre reelle, est exterieur a I’intervs 
a-, 6-. Deux cas sont a distinguer saivantqiie x'^ est inferieur a 
ou superieur a a-. 

Premier cas : X‘ < Z?-. — On fait x ~ b z \ et Ton a 

y = ab v/u — 32 )(I — = ^ < i . 


Le radical est done ramene a la forme demandee avec un modi 
reel moindre que I’unile. Faisant ensiiite 


: = Sll U. 


= \/6- — x-—bcx\u^ /a- — x- = a dn w, 

jA = a6 cn u dn u, 

^ = ~ J* sn2 ii) dll. 

Deuxierne cas : X''y>a-. — Posons 

3-<l, 


a 

z 


nous avons 
a' 


y - — — dx = —^^dz, = 
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Le radical est encore ramene a la forme demandee, et en posanl 
= so u, OQ a 


^ j cnu iln^/ 

X = , V — a-'= a j i'x- — h-— n , 

saw mil < 1^11 

, cn w dn iL 

y = ^ , 

sn- li 

1=-- f 

aj \sn-w/ 

Type IL — Soit 

yz=z — X‘)(X'^— b-), a-'^ bK 

Pour qiiej soit reel, il faut quea:- soil compris entre a- el h\ 11 
sLiflit de falre 

a- ~ x-= 07 x'- — b-, 

pour ramener I’inlegrale 


a I’integrale 


^ Ji(x-)dx 

J s/{ a- — x'^){ x-— b-) 

r Si (a - — 07' 2) dx' 

J \/{ a- — 0 ?'- ) ! a- — b- — .r'- ) 


qui rentre dans le tjpe 1. 
Type III. — L’integrale 


/; 


: dx, X- < a- 


/( a- — 0?-) (072 b-) 

se ramene de meme au type I par la substitution 

a- — 072 — x'-, 

qui donne Finiegrale 






x'^}{a-->r b'^-x'-) 


: dx' . 


Type IV. — L’integrale 

^1(^2) 


/ 


v/(a 72 _a 2 ) ( 3,2 4 .^ 2 ) 


dx, x^'>a-, 





pouvant s’ecrire 

I 

ab 







dx 

x~ 


est du type III si Ton y considere ^ comme la variable. On la ra- 
menera done au type I par la substitution 

I ^ _ '2 

a- X- 


Type V. — Enfin I’integrale 


/; 




■,dx, a2> 


a-)(^--h b-) 

se ramene egalement an type I par la subsLiLutioii 

x--\- a- — x'-, 


qui la transforme en 




153 . Reduction d la forme canonique de Legendre en quantitds 
reelles quand / est la racine carree d’un polynome du quatri^me 
degre. — Nous aliens montrer que Ton pent toujours, par une 
substitution reelle, transformer im polynome du quatrltune degre 
a coefficients reels en un polynome bicarre de la forme 

A(a?2-ha)(.r2-|- p), 

A, a el ^ etant reels. On sera alors ramen6 an cas precedent. 

On saitqu’un polynome du quatrieme degre, a coefficients reels, 
pent etre decompose, au moins dffine maniere, en un produit de 
facteurs reels du second degre. On pent done supposer 

y = \/C{x--\-‘imx /i)(a?2-h 2 [JLa?-i- v), 

0, m, n, p, V etant reels. Faisons x = t elanl la nouvelle 

variable, p et q deux constantes. En substituant dans y et r^dui- 
sant au meme denominateur, nous aurons sous le radical le pro- 



245 


iNTEGRALES ELLIPTIQEES. 

diiit de deux trinomes en Determinons p el q de (neon qiie ces 
trinomes ne contiennent pas de termes dii premier degre en t : 
nous aurons les deux equations 


(ii) 

qui donnent 


i pq -7- m{p q ) -i- n = o. 
I pq ^ 'Ap — q}-r-'f =0. 


p-rq = 


pq = 


m V — n ;jL 
;x — ni 


Les quantiles p et. q sont done racines d’une equation du 
second degre; pour qu'elles soienl reelles, il faut et ii suffit que 
la quantile 

A = ( n — V )- — 4 1 ;x — m ’> t m v — n a ) 

soil positive. Nous aliens verifier que, si ie polynome du qua- 
trieine degre en x n’est decomposable que d’une facon en fac- 
teurs reels du second degre A, est positif; et que si cetle decom- 
position est possible de plusieurs facons, on peutloujours la faire 
de telle maniere que A soit positif. En effet, appelons a. c, d 
les quatre racines de ce polynome, a et b etaiit les racines de 
x~-j~ 2 mx -4-/2, c et celles de 2 [j.x -h v. On a 

am = — (<7-f-6), n — ab^ 2 ;x = — (c -h v = cc/. 


Substiluant dans A, on trouve 

A = (a — c)[a — d)(b — c)(b — d). 


Si cij 6, G, d sont imaginaires, a elb sont conjugues, c et d aussi; 
A est positif. 

Si a et ^ sont reels, c eld imaginaires conjugues, A est positif. 

Si les quatre racines sont reelles, on pent decomposer le poly- 
nome du quatrieme degre en x de trois facons differentes en deux 
facteurs reels du second degre : supposons cju’on ail fait la decom- 
position de facon que b'dq> c'q> d] alors A est positif. 

Ainsi, dans tousles cas, apres rintroduction de la nouvelle va- 
riable t, y prend la forme 


(A, a, p etant reels); 
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et l’inte2Tale 

rsi)* 

J y 

dev lent 


i.q -p) 


r. 


s( 


I -H t 


s/A(^2-i-a)(^2_H (3) 


: dt. 


On la ranienera a la forme canonique de Legendre par line des 
transformations indiquees dans le numero preceden t. 


Remarque, — Si Ton considere x comme Fabscisse d’lin point 
sur line droite. la determination des valeurs de /? et ^7 revient a la 
recherche des abscisses des points qni divisent harmoniqiienienl 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 
deux trinomes 

x--vrLmx-^n^ -h 2 [jl a? - 1 - v . 


134. Cas oii le polynome sous le radical est du troisidme degre. 
— Si Ton a line integrale elliptlqne 


avec 


/ 


S(.'r) dx 

~y ’ 


y = \J ax^-\~ Zbx- Zcx d, 


on peut encore, par une substitution reelle, ramener cette iiUc- 
grale ala forme canonique de Legendre. Le polynome sous Ic ra- 
dical ayant toujours une racine reelle a, il suffit de fairc 

X OL =z 


pour etre ramene a une integrale dans laquelle figure la raciiu' 
carree dhin polynome blear re en t. 

llais, dans ce cas, il est plus simple d’employer la forme oor- 
male de ^f. eierstrass, comme on le verra dans le Chapitre siii- 
vant. 



CHAPITRE YIIL 

REDUCTION A LA FORME NORMALE BE M. WEIERSTRASS. LNYERSION. 


I. — Le POLYXOME sous LE radical EST DU 


/ 


ISo. Reduction a la forme normale. — Soil a calculer Finle^rale 
R i I dx 


vC\ 


ou X est un polvnome du troisieme degre 


Si nous effectuoRS dans X la substitiilion 


X = m z n. 


nous pourrons disposer des constantes el n de faron que ie 
poljnome Z transforme de X soil de la forme 


et g-i designant des coefficients constants. On reconnait inime- 
diatement qii’il siiffit de poser 

b 

n = — - 
a 


Oil voit alors que Ton esl raniene a considerer one iiilegrale 



S(z') dz 


v/4=’— tT”' 


■ b 3 


S(r.) designant ime fonction rationnelle de ,3. On dil qu’ime in- 
tegrale de cetle forme est de la forme canonique de M. Weier- 
s trass. 
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Si Ton pose ensuite 



on en tire, en faisant Tin version, 

^ ^25^3)) 

et i’integrale elliptique I devient 



du, 


S(pi/) etant Line fonction rationnelle de pu. On calculera cetle 
integrale par la methode de decomposition en elements simples, 
comme on I’a expliqiie au n^ 50 . 

Les periodes de la fonction pu se calculent d’apresles formules 
du Chapitre VI. 


'I06. Remarques sur rinversion. — Nous avons vu, des Ic debut 
de cet Ouvrage, que, si Ton construit la fonction p u avec deux 
periodes arbitraires ato et aco' de rapport imaginaire, cctte fonc- 
tion pu verifie ime equation de la forme 



g-i 6t ^3 etant des constantes definies en fonctio n des periodes 
par certai nes sfees. Inversement, etant donnee une equation de 
cette forme ou et des valeurs determinees clioisies 

arbitrairement, on pent toiijours conslruire une fonction 
g2-i gs verifiant cette equation, Cela resulte, comme nous 
1 avons de a remarqiie au n® 34 , de ce cjue la fonction c^u est re- 
presentee par une serie entiere en convergente quell es 

que soient ces quantiles et que la fonction 


verifie e quation (i) quels que soient ^2 et g-^. 

Nous allons rappeler comment, et g^ ajant des valenrs 
reelles quelco nques, on eut calculer une paire de periodes pri- 
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mitives de pu et verifier que la fonction pii^ conslriiile avec ces 
periodes, satisfaitbien a Tequatioa (Ti. 

Premier gas : Discriminant posit if. — Siipposons que dans 
Pequation 



g'l el gz soient reels et que le discriminant du second menibre 
A ~ — 27 soit positif. Les racines ej, Cz sont reelles. 

Determinons les valeurs co et par les egalites 


( 2 ) 

r " 

dz 


“ - / /— 


— ^3 

< 3 ; 

<£ _ p" 

dz 


.L,, 


,g3 


de sorte que co et-y sont des quantiles reelles et positives, el 

construisons la fonction pu qui admet pour periodes primitives 
2(0, 2co'. 

Cette fonction pu satisfait a une equation differentielle 



dans laquelle Go et G3 ont des valeurs reelles rendant le discri- 
minant G^ — positif. II s’agit de demontrer que i'on a 

Pour cela, rappelons que les demi-periodes co et co^ de la fonction 
pu peuvent se deduire des coefficients dePequation differentielle 
verifiee par cette fonction au moyen des egalites 


OJ — 




i 



dz 


sj 4 Z'^ — Go ^ ■ 


en designant par E^ la plus grande et par E3 la plus petite des 
racines du poljnome 4 ^^ — Go 3 — G3. En comparant ces ex- 
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pressions de co el de j aiix integrales (2) et (3) qiii ont servi de 
definition a ces quantiles, on est conduit aiix egaliles 


^4-0' 

dz 


dz 

Je, 

— g’LZ — g% 

Je. \/4s^ 

- - Gs 

r 

dz 

_ __ 

dz 

1 j t. -3 

g^Z -h g-i 


G±Z G ;j 


Mais, d’apres le raisonneinent fait an n'' 141, les egaliles pre- 
cedentes exigent que Ton ait 

Ei = ei, E2=62, E3 = <23, 

et, par suite, 

Gi-g-i, G3 = ^3- 

Done 1' equation difiPerentielle donnee est verifiee par la fonc- 
lionpw qui admet pour periodes primitives 2to et 2co', w ot ^ 

deduisant des coefficients de reqiialion donnee a I’aide des inte- 
grales (2) et (3). 

Deuxiemecas : Discr uninant negatif. — Eta n l (r/o/i/?ee Inequa- 
tion differentielle 

dans laquelle et ^3 sont reels, et tels que Ton ait 
^ = — < o, 

nous allons constriiire une fonction pu verifiant celte equation 
differentielle. 

Soient la racine reelle, les deux racines imaginaires 

conjugiiees de 4 — o ; posons 
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et construisons lafonction cui admet pour periodes primitives 

203i, 2 CO 3 . 

Cette fonction satisfait a une equatiou differentielle 



les periodes ^203^, 20)3 etant imaginaires conjuguees, on salt qiie 
Gs et G3 sont reels et que le poljnome 4-^ — — G:j admet 

une seule racine reelle : soient Eo la racine reelle, Ej, E3 les ra- 
cines imaginaires conjuguees de ce polynome ; de plus, on a 


dz 

(1)5 = I - .! 5 

s/4 — G.j G3 

^ dz 


II s’agit de demontrer que Go et G3 sont egaux respectivemenl 
a g2 et 0-3. 

D’apres ce qui precede, on doit avoir 


fiz ^ dz 

/(^ — ei){z — e,i)K z — ea ) ~ )<> — E2 ) 

el 

ch ^ 

♦/( ^ -hei)(;3 -H e.>.)(^ -t- 63 ; /( :; -i- Ei}(:; -r- i3-> ^ -i- b;] ) 

Mais nous avons vu (n^ 139 ) que ces egalites ne peuvent avoir 
lieu que si Eo, Ei, E3 sont egaux respectivemenl a eo, ^3 el 
par suite si Ton a 

0 - 2 = G 3 =^ 3 . 

Done la fonction pz^ que nous avons construite avec les pe- 
rlodes scoi, 2CO3 satisfait a i’equation differen tielle donnee. 




II. — Le polynome sous le radical est du quatrieme degre. Premier 

MODE BE REDUCTION OU l’ON NE SE PREOCCUPE PAS DE LA REALITE. 

On a deja donne n" 1 S 2 une methode pour faire I’inversion de 
I’intearale C en se servant des fonctions de Jacobi. Mais, 

J v/F(^) 
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pour appliquer cette methode dans le cas general, il fauL decom- 
poser F(:;) en iin prodult de deux facteurs du second degre, ce 
qui conduit a resoudre une equation du troisleme degre. 11 j a 
interet a eviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
nome du quatrieme degre F(:;) n’a pas ses coefficients nume- 
riques et contient des constantes arbitraires, comme cela se pre- 
sente souvent dans les problemes de Mecanique. Cette difficnlte 
se trouve ecartee quand on fait I’inversion en se servant des fonc- 
tions de M. VVeierstrass. 


lo7. Cas particulier. — Parmi les formes diverses que pent 
prendre la formule d’addition de la fonction pa, nous avons ob- 
tenu la suivante (n° 4o) 


j) K — ])(K-i-e) 


1 0 / jV n, — p ' V \ 

2 du \ p u — pp ) 


Si done on pose 

0) 


1 ?' If' — ^ 

2 pit — p P 


en regardant p comme une constante et t comme ime fonction de ii^ 
cette fonction verifie Tequation differentielle 

Nous allons exprimer le second membre en fonction de t et ve- 
rifier qu’il est iin polynome du quatrieme degre en t. 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les resullats plus faciles a 
retenir en employant une representation geometrique. 

Considerons la cubique 

decrite par le point de coordonnees 


x = pu, yap'll, 

cubique etudiee aux n^^® 58 et suivants. Coupons cette courbe par 
ime secante passant par im point fixe P de parametre r et un 
point variable de parametre u] le coefficient angiilaire de la se- 
cante est 

p'li — 

a — ^ J — = 2?, 

pu — pi> 
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et le troisieme point d' intersection a pour parametre — (w -f- v) 
(n^60). Nous avons obtena dans le n'^ 60 des formuies qu'on peol 
ecrire, en j remplacant a par 2 

i ,P [P<'« p(r )] = 3j>r, 

[pzf ~p(;][pu/.-T- r) — pU' i] = \ 


ces identites montrent que pu — jd(’ el p(u -t v) — pi' sont ra- 
cines d’line equation du second degre ayant pour coefficients des 
polynomes en t. En elevant la premiere an carre et en en retran- 
chant le quadruple de la seconde, on a 

[ p — p(u V )]■- = 1 t- — 3 p p /- — 2 ( p" p — 2 / p' r j, 


et I'equation differentielle que verifie t pent s^ecrire 
en posant 




/iO = ((-— 3ppp_2(p''p — 2/p'p ). 


Les racines de ce polynome f( t) sont les moities des coefficients 
angulaires des tangentes menees du point P a la cubique; en effet, 
si t devient egal a une de ces racines, on a p = p(a -j- t')’ 
la secante de coefficient angulaire coupe la cubique en deux 
|)oinLs confondiis. 

En resume, si t est defini en fonction de ii par Pequation 


du = 


dt 


t pent s’exprimer en fonction uniforme doublement periodique 
de a par la formule (i) et il en est de meme de qui est 

egale a • On exprime ce resultat en disant qu’on a resolu le pro- 

])Umie de I’inversion pour le polynome f{t). Ce polynome du 
qualrieme degre en t ne renferme pas de terme en t‘^ et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont I’argument c et les deux inva- 
riants g 2 et ^3 de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est un po- 
Ivnome du quatrieme degre quelconque, on peut toujours, apres 
en avoir fait disparaitre le terme en I’identifier avec f{t), Le 
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cas particiilier que nous venous de trailer nous donnera done la 
solution du probleme de I’inversion pour un polynome du qua- 
Irieme degre quelconque. 


io8. Le cas general ramene an cas particulier precedent. — 
Soil un polynome donne du quatrieme degre 

cp( t) = ^^-4- Gao 4 ^3 ^ ^45 

debarrasse du terme en P . En 1 identifiant avec le polynome f(^t ) du 
numero precedent, on trouve, en vertii de = 

pp= — ao, p't' = 0 C 3 , ^ 2 — 3 . 

La derniere de ces egalites peut etre remplacee par la suivaiile 
^ 2 = 3a|, 

et Ton voit que les trois constantes po, p^P et ^2 se trouvent de- 
terminees. La valeur de ^3 peut se deduire de Tequation 


elle est egale a 


p' 2 p= 4 p 3 (;-^,pp.-^ 3 ; 
^ 3 = 3 c- 2 a 4 — a| — a. 5 . 


On a done, pour identifier les deux polynomes, les relations 
concordantes 

^2 = 0C.V-T- 3 a|, ^3=a2a4 — — a|, 

pt;= — ao, p'f = a3. 


Ces relations definissent les deux invariants ^3 et Fargii- 

ment constant 

Si le polynome donne est un polynome F(.5) renfermant 1111 
terme du troisieme degre 

F ( ^ ) = CLqZ * -r- l\(l\ -+- 6 <^2 ” 1 “ 4 ^3 ^4 ? 

on fera disparaitre le second terme en posant 



on a alors 


F(.s) — (a^o(^^+6a2jt--h4^3^-H'3C4) = aocp(Oj 
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ac. a.i — a'T <?:> /■/ — ^a,)a, a.-, ~ 2. a ? 

a., = i . a-j = - :: — = 1 . 

a~ ' a:] 


• 


a-^a \ — «;i — 0 a,-, a . 2 af — 3 f 


a* 


On troiive enfin, pour et §■;>. les expressions suivanles 


2:^ -f- j an = 


■>= a.2 — a- — x:i = 


T 


en posant 


S = — 4^i^3~ la'l, 

T = laia^.ciz — fi\ — ciiia'l — a\a’^. 


Remarque. — S et T sont les invariants clu polynome 

ao - 3 ’^ -y- 4 « 1 4 -^^3 ^ ^ ^ 


Si I’on calcule les valeurs particulieres de S et de T pour lepo- 
Ivnome 

fit) — Gr^.pr -T- -f- ^2— 3p2r, 


on Lr Olive ^’o et g-:^. 

On obtiendralt done immediatement les relations donnant g.> 
et en egalant les valeurs des invariants des deux polvnomes 
que Ton vent identifier. 

Les expressions de et de p' v en fonction de <f^o, a\^ a 2 , a-y., 
a.'^ s'obtiennent de meme en remplacant ao, ag, a 4 , par ieurs va- 
leurs; on pent alors enoncer la regie suivante : 

159. Regie. — Soit F (z) im poljnome du quatrieme degre 
quelconque 

F (^ ) = CCq z'* 4 “T“ 4 ^3 ^ + ? 

et soient S et T les fonctions saivantes des coefficients de ce po- 
Ijnoine 

S = ciq — 4 ^3 “F ^ ) 

T = ao<^2«4-l- — o\ — ciQa\ — <21^4. 
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Si Ton prend les foncdons elliptiques ayantpour invariants 


__ S 
al' 

el un argument constant p defini par les egalites 




- «o «-2 


p P = 


a^^al — Sao^iasH- la'^ 


et si Ton pose 


ao ‘ 2 pii — pv' 


on a 
puis 


v'F(-)= v/«o[p'i — P('i + ‘')]. 
\Ut^ v/F(^j s/a^ j 


ce qiii donne la solution du problenie de I’inversion pour le poly- 
nome du quatrieme degre F(.z), 

A un point de vue geometrique, ces formules peuvent aussi 
s’interpreter coinme il suit : 

Si I’on considere la courbe du quatrieme ordre 


Z = /F( 5 ), 

les coordonnees Z et d’un point de cette courbe peuvent s’ex- 
primer en functions uniformes du parametre u par les formules 

ao 1 pu — pv 

Z = sfao [p« — ^^)]- 


III. — Inversion en quantites reelles. Discriminant positif. 

160. Expression elliptique des racines d’un polynome du qua- 
tritoe degre. — D’apres ce qui precede, etant donne un polynome 
dll quatrieme degre 

F(z) — ^aiz^-h 6a2 Z-~h 4a^z -h- ^ 4 , 
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les invarianls des fonctions elliptiques et rargumenl constant i' 
etant convenablement ciioisis, le polvnome F(:;) prend la forme 

F(;:) = «o[pw — P(« — 

Cette forme permet de trouver simpiement les valeurs de Far- 
gument u qiii correspondent aux racines de F(:;). Pour Time de 
ces valeurs, on doit avoir 

ou bien 

i£ -h i-' =dz u — inibi 1 n 

m et n etant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
signe — , puisqiie e n'est pas iin multiple des periodes. En prenant 
ie signe — , on trouve 

i' , 

u ~ ^ jn CO -f- /I CO , 

el il sLiffit de consiclerer les qiialre valeurs suivantes de : 

_ p _ p ^ ^ ' 

Uq 111 ^ . O), U2 ^ . CO . to . C /3 ^ . Co. 

161 . Discussion relative a la realite des racines. Cas oti le dis- 
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(:;) sont reels, de sorte que, lorsqu’on fait 
Finversion, g'o 6t ^3 sont reels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas ou le discriminant est positif. La courbe 

se compose d’une ovale et d’une branclie infinie. Les valeurs 
de et p^’ etant reelles, est le parametre d’un point reel de la 
courbe. L’une des periodes to est reelle, Fautre to' purement ima- 
ginaire. 

Les arguments sont les parametres des points de 

contact des tangentes menees a la cubique x~pu^ y = p'zz par 
le point de parametre les valeurs correspondantes de 

^ ^ I — 

2 p — p P 

sont les demi-coefficients angulaires des qiiatre tangentes, et Fon 
A. ET L. 


17 
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Yoit, en se reportant a I’expression de ^ en fonction de que le 
nombre des racines reelles de F(:;) est egal au nombre des tan- 
gentes reelles qa'on peat mener ala cubique par le point de para- 
metre 

Nous avons vii (n° 63) que les quatre tangentes sont ou toiUes 
reelles, on toiites imaginaires suivant que le point p appartient a 
la branche infinie ou a Tovale, c’est-a-dire (n° 63) suivant qu’on 
a a la fois 

pp>o, p"p>o, 

ou que Tune au moins de ces inegalites n’est pas verifiee. 

D’apres la valeur de pp en fonction des coefficients du poly- 
nome, on pent enoncer ce I'esultat ainsi : 

Dam le cas da discriminant positif, le polynome F(z) a ses 
quatre racines reelles^ si Von a d la fois 

a\ — ao«2> 0 , i2(af — Sag > o. 

Si Vane de ces inegalites n^est pas verifiee^ le polynome a ses 
quatre racines iinagincdres . 

Les quatre racines rangees par ordre de grandeur. — De- 
signons par 

^0? -Sj, ^3, 

les valeurs de ^ et par 

/o, ifl, ^2j ^3 

les valeurs de t qui correspondent aux arguments 

ao, wi, ^2, uz- 

Dans le cas ou les quatre racines sont reelles, les quatre valeurs 
de sont rangees dans le meme ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t. 

Or on peut voir sur la figure {fig- 20 ) dans quel ordi'e sont 
ranges les coefficients angulaires des quatre tangentes menees du 
point P de parametre p, en remarquant que cliacune de ces tan- 
gentes n’a d’autre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 

o<c;<to, 

on voit {fig- 20 ) que les valeurs de t sont rangees dans I’ordre 
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suivanl 

t:> t:>> 

et. par suite, on a 


Fig. 20. 



\ 


162. Inversion en quantites reelles. — Supposons que Ton ail 


fait I’inversion de I’integrale 


y/?{z) 


par la methode des 138 et 139. Cherchons quelles valeurs de u 
[’on doit prendre pour que ^ et vF(u) soient reels tons les deux. 


1 ® Cas oil les quatre racines sont imaginaires , — Alors F (u) 
est toujours du signe de Si done ^st negatif, y^F(u) n’est 
jamais reel en meme temps que Si est positif, il suffit que u 
soit reel pour que y/F (^) le soit, e’est-a-dire que 

1 pzi— pp 


soit reel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
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point P, de parametre p, appartient a Tovale. Si nous menons par 
ce point P une secante de coefficient angulaire cette secante 
rencontre toajours, quel que soil la courbe en un autre point 
appurtenant a I’ovale et en iin point appurtenant a la branche in- 
finie. En d’autres termes, a une vale ur reelle de ^ correspondent 
pour u une valeur reelle et une valeur de la forme (2 + to^, a etant 
reel. 

Ainsi, qiiand Les quatre racirtes sont imag inair es, il n'y a 
de solution que si Uq est positif; on doit prendre alors u reel 
ou u — to' reel. 

2° Cas ou les quatre racines sont reelles^ — Le point de 
parametre est alors siir la brancbe infinie de la ciibique, comme 
dans la fig. 20. 

L’argument p pent alors etre suppose reel et compris eritre — to 
et CO (n*^ 63 ). 

Nous ferons la discussion en supposant 

0 < < to, 

ce qui est d’accord avec la figure, et nous ecrirons 
F(:;) = ao(^ — ^o)(^ — ^3)(^ ■— 

les racines se succedant dans le produit suivant I’ordre de grandeur 
decroissante. 

Soit d’abord Uq^o. Comme ^ est suppose reel, pour que 
y/F(:;) le soit, il faut que >3 verifie Tune des inegalites siiivantes : 

ou bien que t verifie Tune des suivantes 

t ^ to, < q. 

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une secante de coefficient angulaire t et si Ton a 

t>to ou ^<^1, 

les deux points variables d’intersection appartiennent a la branche 
infinie : les valeurs correspondantes de u sont reelles. Si Ton a 


h>f> u, 



RED^CTIO^* A LA F0R3IE ^*ORMALE DE M. WEIERSTRA5S. sOf 

les deux points variables d'interseclion apparliennent a Fovale el, 
pour cliacim d'eiix, u — to' est reel. Ainsi^ qiicind est positif. 
on doit prendre u reel on hlen u — to^ reel. 

Soil maintenanl a^<i o, on doit avoir 




Si Fane ou Fautre de ces inegalites est verifiee, la secante 
menee par P el dont le coefficient angulaire est 2 ^ ne rencontre plus 
la courbe; les abscisses des deux points variables d'intersecdon 


pzt, p(zz-^c) 


doivent etre imaginaires conjuguees. Or, si nous posons u—a-^hi, 
a et h etant reels, la formule d'addition montre qoe p{a-P-hi) 
et pi a — hi) sont imaginaires conjugues; ii faut done que Fon ait 


ou bien 


p ( r -i- -i- } = p (a — hi) 


K' ~T- a ^ hi — zn i a — hi) -h 9. m w 2 zz to'. 

m et n etant des nombres entiers. On ne pent pas prendre le 
signe -r, car, en egalant les parties reelles, on trouverait 


p = 2mto, 


ce qui n’a pas lieu; on doit done prendre le signe — el Fon a, par 
suite, 

p-i-sa = 2ma)-r-‘2 7ito'; 

n doit etre mil, puisque e eX a sont supposes reels, et Fegalite 
pent s’ecrire 

p 

a = — 'r- TTZtO, 

ou il suffit de considerer pour m les valeurs o et i . 

Nous trouvons done, comme condition necessaire, que u doit 
etre de Fune des formes suivantes 

ic ~ — - -H lb, iji — — — - 4 - to -f- lb ^ 

2 2 

h etant reel. Nous allons verifier que cette condition est suffisante. 
On voit d’abord qne, si u a Fune des formes prec^dentes, t est 
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reel. Ed effet, on a, d’apres I’interpretation geometrique de t, 
comme demi-coefficient angulaire de la secante, 

2 p — p Kl 

Si 

-7 

u— i- 10^ 

2 

a eL iix sont imaginaires conjugues; il en est de meme de pu el 
de , puis de p' u el de p' lu : done t est reel. Si 


11 ~ — 

V 

2 

-4- CO -h ib, 



(- 

H- CO - 4 - ) 



/ 

2t0 = — 


-{- CO — ib. 


Done pw et pui d'une part, p' ii et p' Ui, d’ autre part, sont ima- 
ginaires eonjugues, t est encore reel. Dans les deux cas, la secanle 
de coefficient angulaire s?, menee par P, rencontre la cubiqne en 
deux points imaginaires. II faut done que Ton ait 

Done enfin, pour une valeur de u de Pune des deux formes consi- 
derees, et \/F(;;) sont reels tons les deux. 

Ainsi, dans le cas oil les quatre racines sont reelles et ou 

est negatif, on doit prendr'e ^ ou bien u-\- ^ — to pure- 
ment imaginable , 

La demonstration a ete faite en supposant 0 << <C to. Le resultat 
est encore vrai si r est compris entre o et — to. 

163. Resume. — Le discriminant 6tant positif, si Ton vent que 
z et \^W{^ soient reels tons les deux, la forme de I’argument u 
est donnee par la regie suivante : 

Les quatre racines de F(s) sont imaginaires. — Si est 
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positif, on doit prendre u reel ou bien u — by reel; si est ne- 
gatif ii n’v a pas de solution. 

2 ° Les qiiatre racines de F(j) sont reelles, — Si est po- 
sitif, on doit prendre u reel ou bien ii — to- reel. Si Gq est negatif, 

on doit prendre u -r- ^ ou bien u— — w purement imaginaire. 

Ces cas et 2 ° sont les seuls qui peuvent se presenter quand 
le discriminant est positif. 


IV. — Inversion en quantites reelles. Discriminant negatif. 

16-4. Racines de F(^). — Soil, coinme precedemment, le polj- 
nome dii quatrieme degre a coefficients reels 

F(:;)= (ja.z‘^~ ^a^z — a-,. 

Les quantites ^'2 etant calculees comme plus bant en fonction 
des coefficients de ce polvnome, nous supposons maintenant le 
discriminant gl — gl negatif. 

Nous designerons, comme au n® 132, par et 0 J 3 un couple de 
periodes primitives de la fonction p, periodes que Ton pent sup- 
poser actuellement imaginaires conjuguees 

2C0i=C02 ^2, 2CO3 = 0)2“- Cl>2 5 

coo designant une quantile reelle et co^ une quantile purement 
imaginaire. 

On voit immediatement, coinme au n^^ 160, que, si Pen pose 

ao ■ 2 pw — pp ’ 

les invariants de la fonction p et Pargument constant etant con- 
venablement choisis, les racines du polynomeF(. 3 ) correspondent 
aux arguments 

V y V 

, Wj = “ -f- tOj J W-2 = — CO] -T* tOsj = — — -f- CO3. 

Nous supposons que les coefficients de F {z) sont reels ; alors 
les quantiles qui ont servi a definir pp et p'p sont reelles, et Fon 
peut tOLijours supposer p reel et compris entre — tOo et 
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Ou voit done que F(::) a deux racines reelles correspondant 
aux arguments 

p p , 

— -J U2 — — 


el deux racines imaginaires conjuguees correspondant aux argu- 
ments 

tOo — (’ -r* Wo -f- W.1 


Si I’on considere la courbe 

precMemment ctudiee (n° 142 ), on sail que cette coui'be n’a pas 
de points reels en dehors de la branclie infinie representee sur 
la^^. 19. Le point P de parametre v est un point de cette branclie. 

Par ce point on peut mener a la courbe deux tangentes reelles. 
Les demi'coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 
que prend le rapport 

1 p’u — p'p 

2 pu^pp ' 

pour u = Uo et 11= valeurs que nous designerons par to et /o. 
Dans la discussion qui va suivre nous snpposerons 

o < cj < Wo ; 


on voit alors sur la Jig. 19 que Ton a 


et Ton en conclut 




^2- 


I60. Inversion en quantites reelles. — Gherchons quelles va- 
leurs de u ilfaut prendre pour que.:? et\/F (5) soient reels tons les 
deux. Comme on a 

F(z)= ao(^—Zo)(z — z.)(z — zi)(z — .S3), 

et que Zi et.^3 sont imaginaires conjuguds, il suffit, si .s est ddja 
reel, que Ton ait 

ao{z — 5o)(-^ — '52)> 0 . 

Supposons d’abord que <20 est positif : il faut que .s vdrifie 
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Fane des inegalites 

^ > .c^i) ou < ^2 
et par suite que t verifie Fnne des inegalites 
/ > f 0 ou t <iti\ 


line secante, nienee par P et dont le coefficient angulaire esl egal 
a 2^, rencontre alors la courbe en deux points reels. 

Done si est positifj on doit prendre u reel. 

2*" Supposons maintenant que est negatif; t doit verifier la 
double inegalite 

la secante, menee par P et dont le coefficient angulaire est egal 
a 2^, ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables d'intersection 

pz/, p(zz^ri 

doivent elre imaginaires conjuguees. G'est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous determiner la forme de ii, 

Posons ii :=:a-^ bi, a et b etant reels p(a ~ bi) et p( a — bi) 
sont des quantiles imaginaires conjuguees : on ie verifie a Faide de 
la formule d'addition. On doit done avoir 

p(^ ~ a -H 6 i)= p(a — bi) 

et, par suite, 

V ->r a — hi =zb(a — bi)^ 2/ncoi -h 2 /zws. 

Prenons d'abord le signe — ; Fegalite devient 

= 2 7?lCOi-l-27ia)3 

= — 102)4- /l(tt)2-i- Wq)* 

Comme a et e sont reels, on doit avoir 11 = et Fegalite resolue 
par rapport a a devient 

V 

a — h 7/1 a)«> ; 

2 

il suffit de donner a m les valeurs o et i. Pour 771 = 0, “ ^st 

purement imaginaire. Pour 77? = i, ^ esl egal a une quantlte 
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purement imaginaire augmentee de cog. Mais cg cas rentrc dans le 
precedent si Ton remarque que (n° 135) 

J) (tOg-H u)= p (^2 ^)' 


Reclproquemenlil est facile de verifier que, pouriin argument u 
de la forme 


u = — 


o 


ib. 


ou b designe iin nombre reel, t est reel el compris entre et 
En effet, puisque 2 ^est le coefficient angulaire de la secante allant 
da point P donl le parametre est p au point dont le parametre est 
on a 

lLi~ — ( W 


f ^ I EJLzUll, 

2 P — p Ih ' 


Si Ton prend 


: - - ib, 
2 


on a 


Ui= — 


ib 


= -l— lb, 
2 


etl’on voitque pu et pui d’une part, p' u et pUii d’autre part, 
sont des quantiles imaginaires conjugu^es. Done t est reel. De 
plus la secante menee par P et de coefficient angulaire 2 rencon- 
trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 
quantiles imaginaires, t est necessairement compris entre et 
Done a une valeur de u de la forme consideree correspondent 
des valeurs reelles de s et de y/^F(;5). 

Nous avons choisi le signe — dans I’egalite exprimant que pu 
etp(z^-f-p) sont imaginaires conjuguees. En choisissant le signe -j- 
dans la meme egalite, on serait conduit a des arguments pour les- 
quels pu et p(?/-}-p) seraient bien encore des quantiles imagi- 
naires conjuguees, mais ne rendant pas reels ^ et y/F (jz), 

Aiiisiy quaiid est negatifj il faut prendre ^ purement 
imaginaire. 
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166. Resume. — Pour que el \ soient reels tous les 
deux : 

Qiiand est positif, il faut prendre ii reel : 

Quand ao est negalif, il faut prendre u ~ piirement imagi- 
naire. 


V. — Methode de M. Hermite. 


167. Methode generale. — M. Hermite a donne le mo yen de 
ramener a la forme canonique adoptee par M. Weierstrass une in- 

dans laquelle X designe un polvnome general do 

quatrieme degre. Nous indiquerons, a litre d’exercice, cette me- 
thode dont nous n’aurons pas a faire usage. Soil 

X = Ga.2X-— 4 -4- 


un polynome et H le hessien de ce polynomej 
H = ( ao — a X ; 37 * -f- 2 ( ao ^3 — «i ^2 } 3*^ 

-h(ao< 24 -i- 'laiCiz — 3a|)3'--^ -li ai a a^ci:, — a'^. 


Si Ton pose 


on aura 


H 





S et T deslgnant les invariants du polynome X 

S = ao (24 — 4 <^3 -i- 3 a| , 

T = 2ai — a| — a^^al — af 


Pour s’en assurer, il suffit de suhstituer ^ dans I’integrale du 
deuxieme membre el d’admettre Pidentite suivante, facile a verifier 
quand le polynome X est bicarre, 


X3 



4J^ 


en designant par 4 J le jacobien des polynomes X et H 


iJ =X 


dx 


OX 
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Cas particuUer, — Ainsi on verifiera aisement que Ton a 
dx r 


^ fi=^ 


f- 1 



(5 H-^)( ? — 


en posant 


m(x^ — 3 7n-)x- 

x’*-h Qnix^ -h 1 


H 

X ‘ 


Cela resulte des identites 

(H — otX)^H-4- - 
(9”»-— 0- 


X Hh- 


m -f- I 


[x{x’i-+- t)(a72— r)]^ 


m -t - 1 




CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS DIVERSES TRAIT^ES AVEC LA NOTATION 
DE M. WEIERSTRASS. 


1. — COUKBE ELASTIQUE PLANE ET SANS PRESSION. 


168. Mise en equations. — Nous avons deja traite celte question 
ail n® l^BaTalde des fonctionsde Jacobi: nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de AI. W eierstrass el nous en pre- 
parerons [’application an cas du prisme droit charge debout. On 
pourra, de cette facoiij comparer les deux systemes de notations 
en les appliquant a un meme exemple. 

L’equation qui donne la forme de la courbe elastique dans la 
position d’equilibre contraint et qui a ete obtenue an 126 pent 
s’ecrire avec un changement de notation 


C designant un coefficient positif et a la mesure d’une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liees a la con- 
stante c employee au n° 126 par la relation 


a2 


I 

c- 


On irouvera, a la page suivante, un Tableau de formiiles que 
Ton passera a une premiere lecture : ce Tableau donne le resume 
des formules etablies dans ce paragraphe. 
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Tableau de formules. {Courbe elastique plane et sans pi'essi 


(0 


0 a- 


d-X • A ^ •r.A 

= — smO-7- = sm(i, 

ds- ds p 


(3) 


(4) 
( 3 ) 
( 6 ) 


11 

^§1 

+ D, 

ds 

a^ ’ 

;)■- 

_/cA!^ 
V a- 

y _ 

I p'z^ 


a 2 p — ^2 

(p — ^2)[p(^^-+- ^'^2)— ^ 2 ] = (^1 — e-2){ei — ei), 


(pu — e-))H-[p(« -r- tOo) — 62 ]= ~ — 3 ^2, 


( 7 ) ( —Seo) — 4Ce2-"ei)(e2— e3) = [p(aH-a)2)— pii]2= 


(8) 

(9) 

(10) et (i i) 


^ G/ 


D \2 


_L 

G 2 1 , 


a da = G t 




(12) 

(1 3 ) 
(t 4 ) 

(i5) 


— i[wW-4- 22^62] ■"}“ const. , 


Wo 

a — . — — -l— it, 
2 


a dt— (Z ds,, 


- = z r ^ 


-H ) — U ™ — it 


■ 'le^t,, 


(16) 


y 

a 


(.02 

— j— it 

2 


(Oo . \ 

■ ~ -^it\ — p a>2 
, to 2 


('7) 


y—yo ^ I 

a 2 


, . . tOo 
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169. Integration par les fonctions elliptiqnes. — La relation /i 1 
pent etre consideree comme une equation differenlielie du second 
ordre de la coiirbe. Xous aliens integrer cette equation. En de- 
signant par s I’arc de la courbe compte a partir d‘une origine fixe 
el par S Tangle de Ox avec la langente supposee menee dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants {/ig- i 4 ; p- ^ 84 ), on a 


dx 

~cU 


cos 6, 


dv . 

~ — smu. 

ds 


De la premiere egalite Ton deduit, par differentiation. 


d-x 

ds- 



puisj en remplacant sin^ et ^ ~ par leurs valeurs. 

d-x _ C dy 
ds- ~ ^ a-'' ds 


IntegronSj ce qui donne 




as a- 


--D, 


D designant une nouvelle constante, et portons Texpression ainsl 

obtenue de -r dans la relation 
ds 



170. Inversion. — En remarquant que le poljnome du qiia- 
trieme degre donlon veut faire Tinversion est bicarre, on esL con- 
duit a appliquer de la facon suivante la metliode donnee an n® 157. 
Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, § 1, 

y I p' « 

' ^ a ‘2 p ii — e-i 

on sait que Ton a 

( 5 ) (p — ^2)lpO^ -j- (x)o )— go] = (62— ei){e -2 — 63), 

y2 

(6) (pi( — e,]= — — 3e, 
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et, par suite. 


I (dy 




Pour identifier le poljnome du quatrieme degre qui forme le 
premier membre de cette egalite avec le second membre de I’ega- 
lite ( 3 ), nous meltrons cette egalite ( 3 ) sous la forme 


./ r2 D \ 2 I 


I (dy\- 


C J C2 C^\ds 


et il nous suffira ensuite de poser 

=4(^2 — 6l)(r2 — fia); 


■ 3 ^2 = Cl — ^2 ^3 — ^2- 


On voit que e\ — eo et 63 — sent les racines d’lme equation du 
second degre dont le discriminant est 


I). 


Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D- <1. On 
reconnaitaisement que cette inegalite doit etre veriflee si la coiirbe 
presente un point d’inflexion, comme cela a lieu pour le prisme 
droit charge debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il 

faut que y puisse s’annuler sans que ^ devienne ioiaginaire, 

e’est-a-dire, d’apres (8), queD- — i soit negatif. Cette hjpotliese 
correspond au premier cas du n® 126 . Alors, eo dtantreeJ, et<?3 
sontimaginaires conjugues; on pent prendre, comme periodes pri- 
mitives de la fonction p a, deux quantites imaginaires conjuguees : 
nous les designons par oi| et CO3 et nous conservons les notations 
du § I, Chap. VI. 

Ayant ainsi identifie les premiers membres des egalites (7) 
et (8), nous avons 

_L L 

a'^ydu/ C^\ds/ 


et par suite 
( 9 ) 


adu = C i ds. 
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en siipposaut convenablement clioisi le sens dans leqiiei Fare .v 
esl compte. 

Dans i'egalile ( 2 ) rempiacons ds par -^da et p. par sa Taleur 
— 3 d vient 


(10) 


i d.r _ y- 
a dll a- 


et, en lenant compte de la relation (6), 

, . L dx . . 

( r I ) - - = p Z/ -S- P < « CD o I 2 . 

. / a dll ^ ^ ■ 


On a immediatement I’integrale da second membre et I'on troine 




= i[‘Cu ~ tUi -T- w2)-r" ^iie-i] const. 


171. Nature de rargument. — Voyons comment doit varier a 
/ ^ — 

pour que v et y/ i — ^ j~ soient tons les deux reels. 

La relation deja etablie 

a dll Ci ds 

montre que u est necessairement imaginaire. Posons 

u = h 

h tl t designaiit des quantites reeiles. 

On a trouve, en faisanl Finversioo, 

et il en resiilte 

D’apres cela, p(o:) 2 -f- A -f- doit etre la quantile imaginaire 
conjuguee de J3(A + on doit done avoir 


et par suite 


p ( ojo -I- A iV; = p (/i — it ) 


Wo-r- A it =ih(/i — it')^ 2 4 “ 2/zt03, 


A. ET L. 


18 
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m et Ji designant des nonibres entiers. Si Ton prenait le signe -f-, 
h disparaitrait et t ne pourrait varier d'une maniere continue. En 
prenant le signe — , I'egalite devient 

o. A -T- COo = tt) 2 ) -h /I ( W2 -f- W 2 ) ; 

le premier membre etant reel, il faiit qiie m et Ton troiive 
alors 

7 tO.2 

h ~ h ;?2a)o. 

'2 

II suffit de donner a m les valeurs o et i . Pour m == o, + — 

2 

est purement imaginaire. Pour m = \^ n’est plus puremen t 

imaginaire; mais ce cas se ramene au precedent, a cause de la for- 
mule 

p ( -h 0)2 ) = p ( « H- to 2 ). 

On aura done, en resume, a prendre pour a des valeurs de la 
forme 

. 0)o 

(i3) zz = 

2 

t etant une variable reelle. 

Remarquons de suite que Pegalite 

a du = Qi i ds 

devient 

(i-j) adt—Cds. 


172. Expressions de a? et de jK* — Remplagons a par sa valeui 
en fonctioa de t dans les relations ( 12 ) et (4); il vient 






en supposant I axe des y choisi de faQon que x = o pour t = 0 , 
puis 

pY-- 

(iG) V ^ 

a 


■ It 




Gelte valeur de y peut s’ecrire successivement en se servant des 
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relations (65) el (64) du n® 44 



pi i/j—p^ 


Aj Vo deslgnant des constantes et j'-q etant la valeur qiie prend r 
pour t = o. 


173. Intervalle dans lequel il snffit de faire varier — En 
tenant compte de la periodicite des fonctions de t qui figurent 
dans les expressions de x et de j', cherchons dans quel intervalle 
il siiffit de faire varier la variable reelle t. 

Quand on change ^ en ^ — —^■>y ne change pas, aiigmente 
de la quantile constante f\h definie parFegalite 

OLi Ton a pose 

'ni = TQ3= ^(W3). 

Il suffit de faire varier ^ de a ^o-r- Si Ton change t en 
— y ne change pas, x change de signe. Done si Ton faisait 
varier ^ de — ^ a -h ^ ? la branche de courbe ainsi obtenue serait 

C I 

symetrique par rapport a Oy] il suffit de faire varier ^ de o a 
On pent encore restreindre cet intervalle; soient et t.^ deux 
valeurs de t ayant pour demi-somme ^ 

t — ^ . 

1 — ^ -r- . , ■ “ ‘2 £ “ ’ 

soient X\, y\ et^o, y-> les coordonnees des points correspondants, 
on a 

y I ~ ^5 ~ C^i ^ 2 ) ~ 
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h etant la constante 'definie par I’egalite (18). Done, si Ton faisait 
varier ^ de o a — ? la branche de courbe ainsi obtenue aiirait pour 

I ^ 

centre le point : il suffit de faire varier ^ de o a • 

Considerons les points de la courbe qui correspondent aux va- 
leurs extremes de cet intervalle ^o, -Pour ;=^on ^ y = o 
d'apres la formule (16) et 

X . r \ 

— — I (^0)3 — 4 - Wg ^2) = 

cc 


d'apres la formule (i 5 ). Ce point jk = x =■ h est le centre dont 
nous venons de constater Texistence. Ce point est en meme temps 
tin point d’inflexion, comme cela resulte de la formule 


r 

p 



Pour ^ = 0, on a ^ = 0 ety=yo' Cherchons la tangentc an 
point correspondant de la courbe. Si Ton fait u = — it dans 

les egalites (7) et (r i), elles deviennent 


^ ' 9 ^ .7 $ = ‘ K ? ~ “ K ? ] ’ 


On yoit que, pour t — o/^ est nui et ^ est egal a 2 (p^ — i 


quanlite plus grande que zero. Done la tangente est parallele a O.r, 
e’est-a-dire a la direction de la force elastique ; de plus, comme Oy 
est un axe de sjmetrie, le point correspondant a ^ = 0 est un 
sommet. 


174. Construction de la courbe. — Supposons maintenant que t 

croit de 0 a ^ • A cause de Teffalite 
21, ® 


G ds = a dt. 
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s va constamment en croissant. L'egalite 


.Vq 


a 



Oj.i 

p; p ^ 


monlrc que j* va sans cesse en decroissant: nous avons deja re- 
marque qiie r pari de Vq pour arriver a zero; ii en resulle que 
esl positif et que la valeur absolue de i' decroit constamment. 
Pour voir comment varie x reporlons-nous a I'egalite 120) qiii 
r/r 

donne ia valeur de Puisqiie la valeur absolue de r va sans 
cesse en decroissant, il en est de meme de -77- Pour / = o. Ia va- 

leur de ^ est positive; pour t = p* etant mil, ^ est egai 

c/sc 

a — 3 e- 2 - Done si Ton a e2<^o. q/j est constamment positive, si 
dsc 

Pon R Co 7 > o, decroit constamment depuis une valeur positive 

jusqu’a une valeur negative et change une fois de signe dans Pin- 

tervalle f o, — 0 * En faisant varier t au dehors de cet intervalle, 
\ ' 21 J 

on a des arcs de courbes se deduisant du precedent par symetrie 
par rapport a Oy et par rapport a des centres sitiies sur Ox ayant 
pour abscisses ziz A, ± 2 Ii, . . . , ziz /?A. 

Nous pouvons main tenant reconnaitre la forme de la conrbe en 
supposant successivement que est negatif, nul 011 positif. 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23 . 



Ces trois cas conduisent aux formes des Jig. 21, 22 et aS. Dans 
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la/^. i4 (I), p. 184, on a represenle seulement nn arc tel qae 
Tare a\bas de la fig. 21. Dans ces nouvelles figures nous suppo- 
sons I’axe Oy horizontal. 

II. — Prisme droit charge debout. 

17 o. Enonce de la question. — Une verge elastique droite, dans 
son etat naturel, est encastree verticalement a I’line de ses exlre- 
mites Mq. Uautre extremiteMi supporte un poids P. On deniande 
la forme de la verge elastique dans la position d’equilibre. 

Ce probleme est un cas particulier du precedent. Dans le cas 
actuel, iln ja pas de couple applique enM^ : le moment flecliissant 

en ce point, - est done nul, p est infini; le point M^ est un point 

dhnflexion. Au meme point Mi la force elastique est directement 
opposee au poids P : elle est done verticale et dirigee de bas en 
haut. En Mo, d’apres la facon dont la tige est supposee encastree, 
la tangente est verticale, et par suite parallMe a la force elastique. 
D’apres ce que nous avons vu n° 173 , le point Mq est un sommet 
tel que a {fig- 21, 22, 28). 

On pourra done prendre les valeurs suivantes du parametre t : 
t = Q, pour le point Mo, 

/ = ( 271 pour Ic point Ml, 

II designant un nombre entier et positif. Soit I la longueur de 
Tare MqMi; puisque ds = on devra avoir 

. , / 2 7 Z -1- I to', 

a = — 17- 

Ecrivons maintenant que la force elastique est egale et direc- 
lement opposee au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
probleme en equation, nous avons pose (n^^ 126 ) 

JL - - I 

c2 “ a2 “ B * 

Nous trouvons comme nouvelle condition 

_ aBG 


(^) 
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car T, qiii est constant tout le long de la fibre moj'eime du prisme, 
est ici egale a P. 


176. Nombre de solutions- — Entre les deux e^alites > i) et f' 2 'i 
eliminons a et remplacons C par sa valeur 


I 

C 


•> — ei i( e-2 — 


>- 


nous trouvons la condition 

(3) = (2/1 — vAp-i— ez) 


qui ne depend plus que des elements elliptiques et des donnees 
numeriques qui definissent Texperience. La discussion de cette 
egalite nous conduira au nonibre des solutions du problenie. 

Cette egalite peut s'ecrire 


(4- 


4P/- 
B( 2/z -1- 



— ez)> 


Or. nous avons vu ( n"^ 138) que Ton a 


i 


Jo 


A ' etant line quantile reelle comprise entre o et i , et 0 ajant pour 
valeur 

p =\/{e2 — ei ){e2 — e,i 

comme on ie voit en multipliant membre a membre les expressions 
de 6-2 — Ci et 62 — C 3 du n® 138. Le deuxieme membre de Tequa- 
lion ( 4 ) est done le carre de Texpression 

Z? 

2 r 2 do 
Jq /i — A f sin-tp 


qui est superieure a 1 , car elle croit constamment de i a cc 
quand Ay croit de o a i . D’apres cela, Fequation de condition (4) 
donne pour A-',- une seule valeur comprise entre o et 1 si Ton a 


4P/^ 

B(2n.-h i)-7z- 


>1, 



-i8o 

00 bien 
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Si done est compris eiitre ( 2 vH-i) el ( 2 V + 3), en 

faisant successivement 


72 = I, 2, . . . , V, 


on aura v equations en admelLant cliacune uneracine comprise 
entre o et i el, par suite, il j aura v positions d’ecjiiilibre. Si 
Ton a 


2 / 



< 1 , 


il n’existe plus de valeur deA^ comprise entre o et i; il n’y a plus 
de forme d’equilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit charge debout est en eqiiilibre stable. 


IL — CorRBE ELASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE UNl FORME. 

177. Enonc^ et raise en equation. — Il s’agit de trouver la 
figure d’equilibre d’une verge elastique qui dans son etat naturel 
etait de forme rectiligneou circulaire et qui est soumise a Taction 
de forces definies de la facon suivante : A cbacune des extremites 
de Telastique agissent une force et im couple; en outre, sur 
ebaque element de Tare agit une pression normale a Telemen t, 
contenue dans le plan de la fibre mojenne et proportionnelle a la 
longueur de Teleinenl. Pour se represenler ces donnees, on pent 
considerer une chaiidiere cylindrique et la verge dccoupee dans la 
surface de cette chaudiere par deux plans perpendiculaires anx 
generatrices du cylindre et tres voisins Tun de Taiitre. Ce pro- 
bleme a ete resol u par M. Maurice Levy. 

Soient Fq et Mq la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge a Tune de ses extremites A^. Si Toncoupait Telastique 
en Tun de ses points A il faudrait, pour maintenir I’equilibre, intro- 
duire une force et un couple. Soient F la force et M le moment 
du couple. Pour definir avec precision la pression sur un element 
d’arc, Comptons sur la courbe Tare s a partir d’une origine fixe 
dans un sens determine et rapportons la courbe a deux axes reclan- 
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giilaires Ojo et Oj'. Soient Tare qiii correspond a on poinl A, 
de la courbe, dsi im element d’arc comple a partir de ce poinL 
Tangle que fait Ox avec la tangente en A|, celte tangente eHant 
menee dans le sens ou Tare va en croissant. 

La pression qui s’exerce siir Tcdement ds^ a pour intensite p dsi , 
p designant 11 ne constante : nous la regarderons coiiime positive 

lorsqu’elle s'exerce dans le sens a, — ^ de sorte qiie ses projec- 
tions sur les deux axes soot 


ou bien 
oil bien 


p dsi cos ( 2. ~ ) j p dsi sin ( y.i — ~ ) ? 

\ 2/ \ 2/ 

— pdsiSin'jLi, pdsicos^i, 

— pdvi. p dxi. 


Exprimons que les forces agissant sur Teiement Ay A se font 
equilibre. 

Nous ecrirons d’abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes esl nulle. Nous avons, en designant 
par X, Y les projections de F, par Xo, Yo cedes de Fo, 


X -i- Xo— ^ p dpi — 0, 
Y -r- Yo -r- J'p dxi — o. 


Ces egalites peuvent s’ecrire 

jX= piy-b), 

I Y =—p{x — a), 

en designant par x^ y les coordonnees du point A et par a et b 
des constantes. Elies expriment que la perpendiculaire menee en A 
a la direction de la force va passer par un point de coordonnees 
a et ft, qui resle fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomine centre des forces elastiques. 

Nous prendrons ce point comme nouvelle origine en trans- 
portant les axes parallMement a eux-memes. Alors les projections 
de F deviennent 



et son moment par rapport an point est 

on a ainsi Fintensite et le sens de la force F. 

Nous allons ecrire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point O' est niille. D’apres la tlieorie de r^asticite, le 
moment M da couple qiril faut joindre a la force F pour avoir 
Taction exercee en A sur Tare Ao A est donne par la formule 



m designant im facteur constant et positif, p le rayon de courbure 

(J s 

en A dans la position d’eqiiilibre consideree, e’est-a-dire ^7 po 1^ 
ravon de courbure au point A dans la position naturelle. 

D’aulre part, le moment de la pression s’exercant sur Tele- 
ment dSi^ ayant pour coordonnees ^st 

p{Xi dxi-hVi dyi) =p-^; 

les moments de la force et du couple correspondant au point A^ 
sont des constantes. On a done, en ecrivant que la somme des 
moments des forces appliquees a Tare Ao A est nulle, 

771 Q — ^ ^ J' ~ const. , 

on, en modlfiant la valeur de la constante, 

(3j const. 

L’egalite resolue par rapport a ^ est de la forme 

(4) - =:4A7'2-1-4B, 

p 

A et B designant des constantes. En particulier A = . de sorte 

que A est positif; B pent avoir un signe quelconque ; Ics coefficients 
numeriques ont ete mis pour simplifier Tecriture dans les calculs 
suivants. 

Cette egalite pent etre consideree comme ime equation difle- 
rentielle definissant la courbe elastique 



applications diverses. 


•>83 


8. Tableau de formules. {Courhe elastique sous pressioii normaie 

constante,) 

[ — 4 Ar^-f- 4B, 




~ ~ 2* A 2 B. 


TTo = d.C- = dr-i - r'- dly^, 


t /f/r2\2 


4 VrfF j 

ch ~~ r- ■’ 

) z = I — ^ 

2 J) ~ p P ’ 

) ,p"i> — asp'p = a[j5!i — pp][p(H-;-r)-p!-], 

( 52 — 3pp =[p^^_pp] 

) Z - ( 32 — 3pt;)2_ 2(p"l’ — asp'o) = [p« _p(;4 (. )]2. 

) 2(p"y — 23p'(.') — /•2. 

' „ B , B2 - AC 

) J'-‘’=^76l’ 5p'^ = --x-> 

on supposera o < p < to, pp > pV < 0 , p"p > 0 . 

) /•2- (A/''"-;- B/'S-I- C)2r= — [pz( _p(m - 1 - l')]2= — 

, i ds 

) diL = — p-7 

•2p P 

) A /•'' H- 9.B /•--+- G — [p — p p] -1- [p( -f- p ) — p p], 

. d^) p'p pV 

^ du^' pu — pv ' p(M-i-l') — pp’ 


(^ ( i/; 4- p ) — 'C,{u. — v) — ‘itv 
■j;(7t4-2P)— IXll) — 2rp, 


u ^ it^ 

2 


•^ = [p(5h-'^)-P‘'][p(5-»-^)-p4 
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179. Integration par les fonctions elliptiqnes . — Nous a lions 
d'abord elablir une formule donnant le rajon de courbiire d’une 
coiirbe definie en coordonnees polaires 



7' di' 


On a, en effet, en designant par a I’angle de la tangente avec 


Oj: : 


clO = X dy — y dx^ 


— — X sin a — y cos a, 


d 

7 fs 



{x cosa -^y sina) 


d^ 

ds 


dx 

ds 


dy 

ds 


r dr I 
- = r -- X - 7 

p ds 0 


oil enfin 



D’apres cette formule, I’eqiiation differenlielle de la courbe 


peut s’ecrire 



En integrant et en designant par C une nouvelle cons tan te 

( 7 ) 

ds 

En elevant au carre les deux membres de cette egalite ( 7 ) et 
en nous servant de la formule 

ds-=z 7'- 

nous poiirrons eliminer r/ 8 . Nous trouverons ainsi Tequation 

(8) i —7^2 — (A/'^-+- G)2, 

qui definit comme fonction elliptique de Fare s. L’angle 9 est 
ensuite determine par la formule 

™ 2 B7-^H- G 

ds ~~ 1- ' 


( 9 ) 
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On defmit ainsi les coordonnees polaires /• el H d’un point de !a 
courbe en fonclion de la variable s. Le calcul effectif cst dii a 
H alp lie a. 

180. Inversion. Oa a vii, en etiidianl 1 inversion ( n'* loT % 
qiie si Ton pose 

(lo) 

2 pil~pp 

on a 

i — pp][p(w -s- P)~JD0], 

I 3pp =(p2i — pp)-u[p(j£ -pi'], 

de sorLe que 

( I 2 ) Z = ( ^2 — 3 P (^)2 — 2 ( P'^ (' — 2 ^p' P j = [ p - p ( 

et par suite :j et [/Z s'exprinient en fonction uniforme de u. 

Si I’on pose 

(i3) 2(p"p — 2^p^’)= 

le polynome Z se ramene a la forme 

(A'r'»-^ 2B'7’2-{- C'j-—r^, 

et pour identifier ce poljnome en /*- avee celiii qui donne 
— ^ suffit de poser 

A'=:A, B'=B, C'=C. 

Le calcul n’offre aucime difficulte et Ton trouve 



Si, clans les relations qui existent entre J3c, et j/c, on rem- 
place ces quantites par leiirs valeiirs tirees de (i4) on aura et^^. 
Nous supposerons les donnees choisies de fa^on que le discrimi- 
nant soil positif; les valeurs de p>c et de p'i-' sontreelles puisque A 
est positif et Ton peut arbilrairement choisir le signe de Nous 
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examicerons seulemeiil ie cas ou satisfait a la condition 


o < < to, 

de sorte que Ton a 

^'^^’< 0 , p"i^>0. 

Les elements elliptiques etant ainsi fixes, on a, en tenant compte 
des eg-alites (i 2 ), (i 3 ) et (10), 

(r 5 ) — ( A/-^— G)- = — -i- (;)]A 

11 en resulte 


Mais le premier menibre est egal a 7 d’apres Tequation dif- 

ferentielle de la coiirbe (eq. 8) : le second membre, d’apres la re- 


lation (i 3 ), est egal a 


\dic J 


; on a done 


- \ 7 ids 

( 16 ) du = — T-‘ 

2 pA> 

Cette egalite montre comment est liee a Fare .9 la variable u que 
nous aliens garder comme variable independante. 

INous avons dejar- en fonction de uaii moyen des relations (i3) 
et (ii); pour avoir 6 il suffit de remplacer /•- par sa vaieur en 
(bnction de u dans le second membre de Tequation (9), e’est-a-dire 
dans 

A -h 2 B 7'2 -4- c 


On a d’abord, en tenant compte des relations (i 3 ) et (i 4 )i 

ArV7_2B/-2-^G4=(^2_3p^;). 

puis, en se servant de I’une des relations (n), 

(17) A/--r-2Br2_^ G — pp)4-[p(z4-H p)_„pp]. 

11 est facile maintenant d’obteair en fonclion de u I’expression 



ue on crouve siiccessivement 


i iS) 


2 i clh 

p'v da 

.d^ 

2. 1 , - = 


i pil — p i' i — I p f — i* ‘j — pi-] 

i pa — p r M p i « — t: i — j3 j ’ 


da p a — p p ■ p i — i* i — ]) i' ’ 

oiij d'apres la formule dii n° 4-i 


< 19) 


^ da 


‘C ( a ! — Z ( a — (-’ ) — 2 Zi' — ‘Zi u ~ 2 i' ) - 


Nous avons ainsi r- et ^ en fonction de u. Pieunissons ici les 
deux equations correspondantes, en appelant E line constante : 


I /'-= 4 (P — P(^j[p( 2 i — t'’ )— pt’]. 


da = 


f[ u-T- V) :^{ a ~ 'ir 1 


/ ds 
2 pv' 


181 . Nature des arguments. — L'expression (16) de dti eii 
fonction de c/.smontre que u est certainement iniaginaire. D’autre 
part, pour que r- soit reel, il faut que les deux facteurs dont le 
prodiiit donne r- soienl ou to us deux reels 011 tons deux ima- 
ginaires conjugues; voyons s’ils peuvent etre reels. Si une valeur 
imaginaire de u rend jd reel, elle est, a des periodes pres, de la 
forme ix ou co 4- ix^ x etant une valeur reelle; mais les valeurs de 
cette forme ne rendent pas reel -f- p) ; elles sont done a rejeter. 
II reste a exprimer que pa etp(^^ -f- v') sont imaginaires conjugues. 
Soit u = a hi. D’apres la formule d’addition donnee 4 o ) 
pour la fonction jdz/, les deux valeurs p{a ^ bi) et p[a — hi) 
sont imaginaires conjuguees : il faut done que Ton ait 

u V — zt ( a — 6 /) -T- 2 m CO 2 ii co', 

m et 71 designant des nombres entiers, et en egalant les parties 
reelles dans les deux membres 


« -T- e = dz a 2 771 to . 

On ne pent pas prendre le signe + puisque p n’est pas un multiple 
de 2(o; il faut done que Ton ait 


la -P t. — 2 771 to, 
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ce qiii donne 

C’ ' (•’ 

a = ou a = hco. 

2 ‘1 


Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 

(211 U:= If, 

2 

t etanl une variable reelle; de sorte que Ton aura 

dll = — i dt^ 


et coinme on a trouve (eq. i6) 


dll = 


i ds 

2J3'p’ 


on a aussi 


dt = T els, 

2p P 


p'p etant negatif, dt a ie meme signe que ds. 


182. Intervalie dans lequel il suffit de faire varier t, — La 
premiere des forinules (20) montre que r- ne change pas qnand 

on change u en -h 2co' ou bien ^ en ^ -1- ^ . D’autre part 4^ est 

I dll 

line fonction ralionnelle de /*-; il en est de meme pour II en 
resiille que, pour une valeur donnee de dt,^ la valeur de r/9 ne 
change pas quand on change i en ^ -h ^ el, par suite, que Tac- 
crolssement de 6 est le meme quand on fait varier ^ dc o a ou 
bien de — a — hL • Si done on a construit la branche de courbe 
obtenue en faisant varier ^ de o a ^ et si on la fait tourner d’un 
angle egal a Tangle des rajons extremes, on aura la branche de la 
courbe decrite quand t varie de — a — • 

L i 

D apres ccla, il suffit de faire varier t de o a -A—; mais on pen I 
restreindre cet intervalie En faisant u = —'-^it dans I’ex- 
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pression cle r- oa trouve 

(2-2) j ■= j^p ( ^ - ilj - prj j^P ( ^ - it ) — pr , 

el Ton verifie aisement que r- prend les memes valeiirs pour 

03 ^ 7 03 j 

t^r=z -j- -r Ji et pour 1 . 2 = -j — n. 

D’autre part, pour un meme accroissement dh ies accroisse- 
ments dti el dt., sont de signes contraires; les accroissements 
correspondants dhi et sont egaux et de signes contraires 

puisque ^ ne depend de t que par rintermediaire de /*-. Done 

les accroissements que prend quand on fai t varier ^ de ^ a h 

puis de y a Y — sont egaux et de signes contraires. La courbe 

est symetrique par rapport au rayon qui correspond a / = y’ 

suffit de fai re varier ^ de o a 


183. Variation de — En tenant compte de la relation (i3) 
e litre r- et on a 


c/r‘2 dz 


, , c/ / I p « — 13 r 

• 4 p r -r- ( - — 

^ a a \ A p It — } ) w' , 


Oil bien 


dr- 

da 




et, comme on a pose u = — - — zV, 






Cherchons les valeurs de t qui anniilent le second membre. Pour 
Tune de ces valeurs, on doit avoir, a des periodes pres. 




Le signe — est a rejeter, puisque p n’est pas uii multiple des 
periodes, et par suite 


‘lit = 2 771 tu -T- 2 n 03 , 


A. ET L. 


19 
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m et n designaiit cles nombres entiers. Commc it est puremeni 
imaginaire 

it = Tico'; 

les seules valeurs de t appartenant a rinlervalle (^0^7) 

nulent ^ sont done les valeurs extremes. 
at 

Pour reconnailre celle de ces valeurs qui correspond a im maxi- 
mum , prenons la derivee seconde 



Pour t == 0, le second membre se reduit a — 8p' vp' ^ ; il est negalif 

puisque r et ^ etant compris entre 0 et to, et sont tons les 
deux negatifs; e’est done t == 0 qui correspond au maximum. 
/•- decroit constamment quand ^varie de 0 a Nous designerons 
par rj et /q les valeurs de r- qui correspondent a^^oela^^:-^' 


184 . Variation de Tangle polaire. — Dans la formiile 
/' 2 ^ = A.r'>-h9.Br^-hC, 


remplacons ds par — 2p't'dt, elle devient 




2p'0 



= A -{- 2 B -f- C ; 


le trinome AH 4- Cases racines reelles, puisque, d’apres 

Pune des relations (i 4 ), AC — B- est du signe de pc et que pr 
est positif. Voyons d’abord combien ce trinome a de racines com- 
prises entre et 77 

L’egalite (17), oii Ton remplace u par — ~ 4- it, devient 


A H -h 2 B H -f- G = p -f- p — it^ — ap p. 
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Eri y faisant successivement t ~ o puis t 


(•j 

on Irouve 

I 




A/-> — C 2(p~ — pt- j. 



La difference p- — j3c est positive, piiisqiie pii decroit, qiiaod 

ii croit de o a 03 ; ia difference J3( ~ — to'j — pr est nes^ative, 

puisqiie pf - oj j est compris entre et e^i el qiie pr est plus 

grand qiie ei. Done et /q comprennent line seiile racine du 
Irinome. 

Qnand t varie de o a y? /•- decroit constamment de /•“ a /q. 
~ change une seule fois de signe. Comme A est posilif etp’r ne- 
galifj on voit que Ton a 


d(} \ 


\ dt ! 1 


: 0 , 


en desio'nant 


par el f les valeurs de^qui correspondent 


a t 


0 et a ^ - 

I 


18 o. Angle des rayons allant a deux sommets consecutifs. — Ii 
nous sera lUile, pour etudier la forme de la courbe, de connaitre 
Tangle des rayons correspondant aux valeurs extremes de Tinter- 

valle (^o, dans lequel nous faisons varier t\ cel angle esl la 

moitie de Taccroissement que prend 6 qiiand t varie de o a-^- 

Nous allons faire le calcul en supposant que t varie de /o a -f- -p-* 

Dans la formiile (19) qiii donne ^7 faisons u — — ^ — it 

cl cla = — iclt \ nous obtenons, en tenant comple de ce que X^u 
est une fonction impaire 


( ‘23 ) 


^0 

dt 



-+-^0-hC( 


-,v)l 

/ ' 


/J 

• \ V./ 


• M 

-h it] -r- 


— It] --2$V 

1 ] 


/J 
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Faisons maintenant varier t cle ^ desigiions par : 

I’accroissement de 9, nous aiirons 









Le second membre se simplifie beauconp, si Ton se sert d’ni 
formule a laquelle nous serons coiidaits en cherchant a evala 
une integrate de la forme 


^ X^{a it) di ^ 


:x etant une qnantite reelle telle qae I’on ait 

o < a < 20). 

i a fonctioii sous le sigiie somme est la derivee cle 


Tiotegrale definie est 


j Log 3 ^ ( H- it )\ 


I a co' ) ^ 

i ^ (j{a-h-it(^) 


D’apres la relation ( 22 ) du n'^ 21 on a 


et, par suite, 


^ Cl — it^ — {— no') 
a'{a-i- ito) 




^ o' { Cl -f- ito -f- 2 (x)' ) 


n etant un nombre entier qui n’est pas determine par le r.alci 
precedent. On en conclut 



2(.V 

i 

C ( ^ -f- it ) dt = 


2 72' 


4-(2;2 -t- 1)71 



i 


itQ -f- u)'). 
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Dans celte egalile cliangeons i en 
el ~ sont reels, il vient 


i QTi reniarquani que 


a 6 i 


f ‘ ?<> — 


, ‘A'C , . . 

it ) dt — r- a ^ \ in — I it: f iL,— L‘j i, 

i i 


puis ajoutons membre a membre les egaliles (!> 5 ) el ( 26 q nous 
oblenons la formule quni s’agissait d'etablir 

I / ^ . . ‘>7 

) - I [Z(a -h it)-^ Ili a — — (2/2 ~ i it:. 

*'^^0 


Mais il reste a determiner le nombre enlier n. Celle determina- 
tion est facile quand a = to. En effet la fonction sous le signe 
somme est egale a 

: ila: 

PK^n—pKit) 

pour a = co, elle se reduit a a^to, c’est-a-dire a 2 t,; Fegalite prece- 
denle devient 

o 

( r,o/ — ojTj ; = ( 2 72 -h I it:, 


el Ton en conclut n — o, Mais quand a varie d’une maniere con- 
tinue entre o et 2to, le second membre de Fegalite (27) varie 
d'une maniere continue, 11 ne pent changer. Done n = o pour 
touLe valeur de a comprise entre 0 et 2co, et par suite Fon a 


(28) 



2W' 

(a -i- 2^ j 4- — 2*0] di = 

o < a < 203 - 


En appliquantla formule precedente a chacune des deux inte- 
grales qui figarent dans Fexpression de nous trouverons enfin 

d> = 7: — ? ( to' ^ r — )■ 


Cette egalite va nous permettre de trouver le signe de A. 

Remarquons que, pour (2 — to, A est nul a cause de la relation 
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— 0 )y/=: — ; puis cherclions comment varie i quand croit 
de o a w. On a 

chb 2 . , . / N 


cette derivee decroit constamment quand c croit de o a w ; pour 


v =z Lo elle est egale a 


V). 


Or nous avons trouve {n^ 99) 


r/ = — 


^ V ^0 

0.' 


/I — I ^ 3, 5, . . . , 

et Ton voit que I’on a 

(eiw'-h r/)> o. 




— iTt 

e 


(«) 


Done ^ esl positive pour c = co et comme e’esL une fonction 

decroissante dans Tintervalle (o, co), elle est constamment positive 
dans cet intervalle. II en resulte que ^ croit quand croit de o 
a 0 ), et comme i s’annnle pour = o), on a 


tl;<05 quand o < p < co. 


Si nous comparons maintenant le signe de 'i et celui de 
nous vojons que, quand t croit de o a — I’angle 9 commence par 
croitre mais que sa variation totale est negative. Nous avons 


trouve d’autre part que-^ s’annule en changeant de signe pour 
une valeur et une seule de rintervalle soit cette valenr; 

la discussion pent se resumer ainsi ; 

t croissant de o a 6 va constamment en croissant; pour l = i' 

le rayon vecteur est tangent a la courbe; t ci^oissant de 
Tangle 9 decroit plus qu’il ne s’etait accru quant t variait de o a . 


186. Signe du rayon de courbure. — On a trouve en commen- 
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rani (eq. 4) Tegalite 




le second membre est egal a deux, fois la derivee prise par rapporl 
a r- du irinome A/'* — el d'aulre part if resulte des 

caiciiis fails pour Finversion [formules (iS'ui'ij) el/i i'<] qiie Ton 
a en meine temps 

r -^=z 2! ]y'r — i>^p 'r j 

el 

A /’* -T- 2 B r- “ C = .3- — j p c. 

Derivons par rapport a les deux membres cle la dernitu^e egalite 


^ "Jr- 4pV* 

On en deduit, cn I'emplacant :: par sa valeur (lo) en fonction 
de u, 

I _ I p' Z/ p’ (• 

? 2 J> r p U J3 V 


Voyons comment varie le signe de - qiiand t varie de o a aoF. 
/•- va sans cesse en decroissant, A7‘--h B ne pent s'annuler qii’une 
fois; il nous suffira done d’avoir les signes des valeurs de 7 pour 

/ r= o et pour t= Y’ iious designerons ces valeurs par ~ et-~; 
pour 1 = 0 



Les valeurs de ~ et de peuvent se simplifier si Fon se sert 
de la relation 

_ p'llj-h p'( 2 Ui) 
p'Ui pUi — p{2Ui)’ 
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que Ton dediilt de la formule d’addition 

J> LL p Lli pu — p ( -+- Ui) 


ea V faisanl tendre u vers U\. Al'aide de cette relatioiij oa ol: 


(2^9 ) 


T 

?0 

I 


rP U 




2P I'P 


-rP 




to' j . 


r eUant compris entre 0 et co, p'p et p' - sonL negatifs, p'^ - pc 
done on a deja 


po 


> 0 . 


D’autre part, p^^^ 4- etant positif, est de signe contr 


Cette quantite pent s’obtenir eii subslituant p(^^ 4- d; 
polynonie da second degre en p^^ 




et Ton trouve aisenient que Ton aura 

p"(5 

si satisfait a I’inegaUle 

(?0] p 

Mais on pent poser 

a etant une quantite reelle comprise entre 0 et - (voir p . i o3 , 
I’in^galite (3o) pent alors s’ecrire 

p{^ p(«+ 
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et comme p(u croit constammenl quand n croii de o a e, 

elle peut etre remplacee par la condition 

c 

- > a. 

‘2 

II faut donCj quand on etudie lesigne de la courLore, dislinguer 
les deux cas suivants, en reniarquant qiie ia — designe 
Tabscisse du point ie plus liaut de Fovaie dans la cubiqiie x = pii, 
r = p^u: 

o < p < 2 a 


2 a < P < to 


1 

pi 

II se produit une inflexion de la figure d'eqiiilibre quand r passe 
en decroissant par la valeur 2a et il est facile de voir que Tin- 

flexion se produit au point donne par a ^ = En eflet, la va- 
leur correspondante de u est 

p , , 

•2 

et la valeur correspondante de la fonction jd, savoir 

p(a-^ to'), 

est, d'apres la definition meme de a, racine de p''(a)j de sorte 
que ^ est egal a zero, dans le cas particulier e — 2a, 

187 . Forme de la courbe. — Nous avons suppose que v satis- 
faita la condition o<C^’<C<^ et, dans Tetude de la courbiire, nous 
avons ete conduits a distinguer deux cas suivant que Ton a 

p < aa ou p > 2a. 

Dans les deux cas, t croissant de 0 a ^5 Tare s va constammenl 

^ I 
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en croissant, le rayon vecLeiir va constamment en decroissant et 
ies rayons extremes correspondent le premier a 1111 maximum et le 
second a un minimum; Tangle 9 commence parcroitre jusqu’a Line 
valeiir pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, 
puis decroit jusqu’a une valeur initiale. 

Pour ce qui regarde la courbiire, si 2<2 la courbure ^ 

constamment positive, Tangle a correspond an sens dans lequel 5* 
croit; c’est precisement le sens dans lequel Tare de courbe est 

(lecrit quand t varie de o a -i; le rajmn de courbure est compte a 
partir de la courbe dans le sens a -h • 

Si il V a une inflexion et si r’ difFere pea de 2a le 

point d'inflexion est dans le voisinage du sommet qui correspond 

a ^ -T- • 

L 

On a alors les deux formes de la courbe, represcnl^es par les 
fig, 24 et 25 , don t la premiere correspond a (^;>2aetla deuxieme 
a r<2a. On a represente par un trait plus fort Tare dccrit 

quand t varie de o a y? on a marque par une grande fleclic le sens 

delapression norniale, etTona trace aux points a et h des flcchcs 
dont le sens indique la direction de la redaction exerc^e par la 
verge. Ce sens est oppose a celui de la force exterieure qu’il fau- 
drait appliquer pour maintenir Tequilibre (Halpiiejn, [). 220). 



<z.‘ 


Sens de la pression normale. — En mettant le probleme cn 
equation nous avons suppose la pression comptee dans le sens 

ct q\Iq 0gj; done du cote de la convexite dans le voisinage du 
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rayon maximum el, s'ii y a inflexion, tin cule de la coiicavile dan- 
le voisinage du ray o n m i ii i m ii m . 


IV. — Surfaces homofocales. Coordonnees elliptiques. 

188. Surfaces Jiomofocales a un ellipsoide et passant par un 
point donne. — Etant donnes trois axes rectangnlaires Oj.\ O r. 
0 :^, on appeiie surfaces homofocales a un ellipsoide 

X- r- , _ 

a- it- c- 

ies surfaces represen lees par Tequation 

X- r- ^ z- _ 

a- — i* 0- — s c- — s 

dans laquelle s designe un paramelre variable. 

Si Ton considere celles de ces surfaces qui passenl parun point 
donne J'o; ^o) on a, pour determiner les valeurs correspon- 

dantes du paramelre Tequation 



Les raclnes de cette equation se separent aisement en subsli- 
tuant dans le premier menibre des nombres voisins de a-^ b-, c- 
et des nombres Ires grands en valeur absolue. Les signes des re- 
sultats de la substitution et les places des racines sont indiques 
par le Tableau suivant, dans lequel s designe un nombre posilif et 
Ires petit : 

a- < h- < C-. 



— yz 

ai — t ; b'^—z ; 

Signes . . . . 

— 

-T- — ; -T- : 

Racines. . . 


[j. 


11 y a done trois surfaces homofocales a I’eUipsoide et passant 
par le point P. La racine \ donne un ellipsoide reel, la racine a 
an hyperboloide a une nappe, la racine v un hyperboloide a deux 
nappes. 
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Les irois surfaces homofocales a Tellipsoide qui passent par iin 
point donne se coupent ortliogonalement en ce point. 

Soit P(^, r, Z-) le point donne, les normales aux deux sur- 
faces A et [A qui passent par ce point ont des cosinus directeurs 
proportionnels a 

.r y __ 

— A ’ //- — A ' c- — I ' 

X r ^ 

a-—\± A- — [x’ c- — p. 

La condition pour qne ces normales soient perpendiculaires est 

^2 y'^ ^ 

ia-2-l)(a2— iJi) ~ (j.) (c^— )0(c2— H) ~ 

Or, en retrancliant membre a menibre les deux egalites 



et en supprimant le facteur \ — [jl, on trouve la condition qu’il 
s’agissait de verifier. Done les deux surfaces et p, se coupent 
orthogonalement an point P. On pent repeter le meme raisonne- 
ment pour les surfaces \ et v, on p et v. 

La proposition est done deniontree. 

189. Coordonnees elliptiques. — On peut determiner un point P 
de Pespace en se donnant les valeurs \ p, v des parametres des 
trois surfaces qui sont homofocales a Pellipsoide donne et qui 
passent par ce point; A, p, v se nomment les coordonnees ellip- 
tiqiies du point P. Nous avons deja vu comment s’obtient Fequa- 
tion qui donne A, p, v quand r, z sont donnes. Calculous 
maintenant y, z en supposant A, p, v donnes. 

Dans Pidentite 

X- y- ^ z- _ (s — )0(s‘— — v) 

a~ — s ‘ b~~s^c- — s ~ (a- — — s){c~ — 5 )’ 

cliassons les denominateurs et faisons tendre s successivemenl 
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vers a“, b-, c- : nous Irouverons 


: 6r2— X 

i ' a-- 

— 

'1 a- 

• 6/2. 

-b-^ 

s> a - — c~ ■ 

(iA~y 

r lA- 


*>2. 

- a- 


( C- — A 

ii C~~ 

- :x ) i 

6*2 'i ) 


j c- — a- s\ c- — b-} 


190. Longueur d’un arc infiniment petit. — Prenons les derivees 


logarillimiques des deux membre 

5 des fo 

rmiiles ci-dessiis 

dx dl 

d'x 

dj 

X — ti- 

a — a- 

V — a- 

dy dl 

d'A 

//v 

y X — b- 

;x — b- 

V — b - ' 


d<x 

//•> 

Z A — C- 

•X — 6*2 

V — c~ ' 

eL portons les valeiirs de dx. dyy 

dz ainsi 

obtenues dans la fonnu 


ds~ = dx- ~r dy- dz-^ 

nous obliendrons Texpression de ds- en coordonnees elliptiquci 
ds^- = U dy^ .M2 dy^ - X2 d'A, 

L-, par exemple, etant defiiiie par i’egalite 

^ ^ . 

^ ( a- — A )2 ( b- — A /- ‘ { 6*2 ~ A }2 

La valeur de 4L- s'oblient en prenant les derivees par rappor 
a s des deux membres de PidenLite 


X~ _ y- ^ z- ^ (s — )0 ( 5 — a ) (' .S' — V ) 

a - — 5 ‘ b - — 5 C2— 5 — S){b- — S){C-—S) 

et en faisant ensuite s = on trouve ainsi 

/ L2 = (X— ;x)(X~v) ^ 

On a done la formule 


(X — [a)(X — v) 
(a2-^)C^2_Xj(c2-X) 

(a2— p.)(>2 _ ,a)(c2— jx) ‘ 


- v)(62- V)(c2--v; 
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191 . Les coordonnees a, ijl, v remplacees par des arguments ellip- 
tiques. Les coordonnees cartesiennes s’expriment par des fonctions 
uniformes de ces arguments. — Les valeurs de y, z en fonc- 
lion de A, a, v contiennent des quantiles irralionnelles par rapport 
a A, v; ce sont les valeurs que prennent les radicaux 

\/a-'—s, \J b- — \l c- — i', 

qiiand onyremplace 6* par A, a on v. Mais nous savons que, si Ton 
considere une fonction et les quantiles coiTCSpon- 

dantes, cliacun des radicaux 

pent etre reniplace par line fonction uniforme. Nous sommes aiusi 
conduits a faire le cliangement de variable 

— 5 = Apu -T- B, 

ce qui donne 

5 = A(p'j ~ Cl), 
b- — s = A(pu — ^2), 
c^ — 5 = A(j3'j — ea), 

cn posant 

a^-T- B = — A 

z=—Xe. 2 , 
c- 1 - B = — A ^3 ; 

en ajoutant membre a membre ces dernleres egalil.es on irouvc 
I'egalite suivante qui determine B 

B etant connu, sont determines, a un facLeur pj‘es do 

proportionnalite et les valeurs des invariants g\2 et ^3 en resultent. 
A reste indetermine; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par pour que Pccriture soit simplifiee quand nous 
extrairons les racines. 

En definitive, les invariants de la fonction jou resultant des ega- 
lites 


?^ei = 


a-, 

0 


a2-i- 62 h- c2 


3 

?-e3 = 

a 2 -h 62 -i-c 2 

~ 



on a 





Remarqiions de suite qiie <?,, e.,. e-^ etant reels noos somm< 
dans le cas du discriminant positif. 

SoienL a, i\ a' des arguments tels qiie p/j, pv. pn' soienl h 
valeiirs de jdu quand 6' egale a, u, v: comme les signes de 

pu — ej, JVJ— Jio — 

se deduisent immediatement des signes de 
a- — 5, b- — .9. c~ — S' . 
on troiive aisement que les nombres 

pu, ei. pt\ e., per. 

sont ranges par ordre de grandeur decroissante. D'apres eela 
et {V — co' sont reels, r — co est purcmenl imaginaire. 

Ce sont ces arguments ;/, r, iv que nous vouions considerer 
la place de A, u, v. 

Transformons les formules qui donnent x-, j'-, en inlrc 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 

^2^2^ (p?^--ei)(pp — ei)(ptr — e, ) 

e2)(ei— es) 

o2 1^2 (P^^ — g2)(pt^ — g2.)(p»^ — 6.) ^ 

{^’2— €i){ e^— ez) 

o2 -2 ^ (p — galvpt^ — eajCptr — eg) ^ 

(ez— ei){ez-~ e.) 

On pent maintenant extraire les racines en se servant des foi 


mules du 48 : on trouve 


px = A- — — 5 

^ o' Zi J (P 

1 

A = 

^ O' LI O' 0^ W 

B = 

to'^ = 0) - 4 - ti)', t/' = r^ 

0^3 z^cTs pa's (P 
p G = ^ j 

^ u ZZ 0^ P tP 

r r 

ti = e - G^co . 
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Quand on cliaBge le signe de Tun des arguments a, w les 
trois coordonnees .r, y, ^ changent de signe, le point P est rem- 
place par son symetrique par rapport a Torigine. 

Les formules (voir n® 48) 

( u~^ 2 Oil ) c'lii 

:f(ii-T-2(Jii) <fic 

a'l( ii-T-2 0i^) _ _ ^lu 
u-i-2(x>^') z'u 

oil Ton suppose 

COj = (Oj 0)2 = w -f- Co', 

montrent que, quand on ajoiite une periodeaFun des arguments, 
on remplace le point P par son symetrique par rapport a Fun 
des axes. 


^ I 


,• =1,2, 3, 


V, “ Application a la theorie de la chaleur. 


192. Les surfaces homofocales a un ellipsoide sent des surfaces 
isothermes. CLacun des arguments u, p, est un param^tre ther- 
mometrique. — Si Fon considere les points d’un espace en equi- 
libre de temperature, pour chaque point la temperature T est une 
fonction des coordonnees de ce point et Fon demontre que cette 
fonction verifie Fequation differentielle 


~ dx- Ojz- ~~ 


On dit que les surfaces d’une famille sont des surfaces iso- 
lliermes si la temperature est la meme en tons les points de Fune 
de ces surfaces et ne depend, par consequent, que du parametre 
qui determine cette surface. 

II est facile de trouver la condition pour qu’une famille de 
surfaces representees par Fequation 


o{x, y, = 

dans laquelle X designe un parametre variable, soit composee de 
surfaces isothermes. En effet, si cela alien, la temperature T ne 
depend des coordonnees x, y, ^ que par Fintermddiaire de X. 
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CalcLilons d'apres celte remarque les derivees deT poor les porter 
dans Peqaalion AT = o 


AT = 


dl-^ 




o'a 


dx 

O'A 

ax 


y-T 

_ a^-T 

!oy- 

£>T 0-A 

dx'^ 

dA- 

b-r j 

O'A ()X‘ 

' / 




‘ 1 

.(jy) 


J ' ^ \ 


Comme AT = o, on doit avoir 


( 1 1 


d-A 

tir- 


d- A o- A 
fly- dz- 


\dxj \dyj \dzj 


rPT 

dl^ 

dl 


Ainsi la combinaison des derivees de a qui est dans le premier 
membre doit etre une fonction de 1 que nous appellerons '}fA ). 

Si celte condition est salisfaite. pour calculer T il suffira dnn- 
tegrer F equation 




d\ 


O) 


Appliquons ce qui precede aux surfaces 

X- V- -■ 


Nous poserons 


^^(s) = — 


6- — A ‘ c- — A 


r- 


a - — 5 b- — s C-—S 
f[s) = (a- — s){h- — s)[c - — 5). 


Calcalons d’abord • 


En differentianl par rapport a ic la relation (3) qui defmit A 
en fonction de x, y, on trouve 


< 1 ) 


[(«-• 


r- 


■ ly- 


Z- 1 

i_ O, 

— A)-J dx a- X 


A. ET L- 


20 
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Oil bien 
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»'().)£= " 


dx a- — A 


et de meme 


^ o.y 
^ dy ~ 


dX 2^ 


On tire de la 


{^) 


dlV 


H- T- H- hr: = 




dlV 


dz ! 


clhX) 


. d^-1 


Pour avoir ^ difFerentions par rapport a ^ la relation (4 


definit nous trouverons 
dx 


~^\l) 


d^-X 


dx- (a2 — X)2 

dX 


4^ - _<I."(X) 


.dx V 


on, en remplagant ^ par sa valeiir, 

d-2l 

~4>XX)- 


et de meme 


^dXV 


dx^ {a- 




O-K 


8r2 


dyi ' (b^-—X)^ ^'{X) 
d^X 8^2 I 







2 

1 , 1 

2 


lO 

1 

f 

2 

1 1 

2 

1 ^ 

2 

H- 

62- X ~ 

2 


0, 


Si nous ajoiitons membre a inembre ces Lrois idenULes 
termes du milieu disparaissent el il idem 


( 6 ) 




d^-l dn d^-l 


+ ■ 


'■/'a) 


JU) ’ 


dx- dy- dz^ , 
et comme nous avons deja Irouve 


on a en definitive 


dn dn ^ dn. 

dx'^ dy^ dz- 


.dxj 


fa) 


dy) ' 


■->-fa ’ 


( 7 ) 
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ie second membre est une fonclion de a; les surfaces 

A = const. 

sont des surfaces isothermes. 

On peut alors determiner une fonction de a 

u — a). 

de telle facon que lu = o. Pour avoir celte fonction u, qiie Lame 
appeile le parametre thermometriqiie , nous avons a integrer 
I'equation 

d-u 

cTa- _ /'(a) 

dll ‘2 /( A » 

7/a 


En integrant une premiere fois et en passant des logaritlinies 
aux nombres. on trouve 


dll i 



en designant le facteur constant dii second membre par ^ pour 

simplifier recriture dans ce qui suit. Remplaconsy*(A) parle pro- 
duit de facteurs linealres correspondants et integrons entre — x 
et A, nous avons 


IL = 




A est done une fonction elliptique de u, Faisons comme au 
n"' 191 le changement de variable et de notations 

— A = p2(p’j — ), 

A = p2(pu — c.), 

X = p2(pu — C5), 

la relation devient 


II = 



o.\/(p — ei)(p — ei)(p — e3) 





On voit qii’elle est satisfaite en posant 


u = u; 
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A est done donne en fonction de u par Tegalile 


\ = 


3 


f^U. 


On fera correspondre de la meine maniei^e iin des arguments p 
et w aux coordonnees p et v. 

Les surfaces representees par les equations 


a = vq, w — Mt’o, 

dans lesquelJes iio^ designent des consLantes, se coupent 

orthogonalement, piiisque supposer, par exemple, que u a une va- 
leur determinee revient a fixer une valeur de X. 

On doit done avoir 

du dv dll dv du dv __ 

dx dx dy df dz dz 

et deux relations analogues. 


Expression duds- en fonction des arguments ic. c, tv. 
Dans la formule trouvee an n*’ 190 


= 




■dl^ 




(v — X)(v — [^) 


' (a*2_v)(62-. v)(^6*2-~- V) 

introduisons les elements elliptiques : elle devient 




^ds-= {pu — pQ){pu—pw} diC- 

H- ( p V — pu)(pp ~ piv) ( p pic) ( p (r — p P ) dw'^ . 


193. Equation de la ckaleur quand les variables sont les argu- 
ments p, w. — Lorsqiie dans Tequation 


AT = 


(PT c)2T dn^ 


dx- ‘ 0 

on fait le ehangement de variables 


Oz-i 



i’on a 

A’^ = o, I'l — o. Ay = o, 

i’equation transformee est 

I d-T I o-T ^ __ 

L- dll- ‘ Al- di'- ' N- aw- 

L, M, N etant definis par cette condition que ia forniule defi- 
nissant ds- est 

ds- — L- dll- - 7 - ^1- da- — X- dw-. 

AdmettonSj pour un instant, ce resultal et appiiquons-le an cas oii 
les nouvelles coordonnees sont les arguments ellipliques i:. v. cv. 
ISous trouverons pour Tequation transformee 

I ^ 

ipa —pa)\^pii — pw) du^ 



r 



d‘2T 


I 


d-^T 

IP^'- 

— 

jj W’ — 

• p . 

1 da- 

[pw — 

pii) 1 p w — 

• p a 

) dw- 

oil bien 











0-^T 



^ d-^T 


c)2T 



— piv) 

du- 

— pi 

da‘^ 

( pzi — pp) 

dw2 

= 0. 

Verifions le resultat 

que 

nous 

venons ' 

d'admettre 

: on a 



dT _ 

<)T 

du 

dT da 

dT dw 





d x 

du 

_ __ 

da dx 

II 



puis 









d^-r 

_ 

{—\ 

2 

t 


d-^T du 


dT 

d-u 

dx'^ 

du- 

\dxj 

~T^ • 

• . — r~ ‘2 

diida dx 

dx 

du 

dx- ’ 

d^T 

d^-T 

/ dit\ 



du 

da 

dT 

d^-u 

d^ 

~ du^- 

W) 

1 

. .-r- 2 

duda dy 

h . . . -h 

dy 

du 



d^-T 

{ diL\ 

2 


d^-T dll 

da ^ 

dT 

d- u 

dz- 

~~ du- 

fey 

) 

. .~h2 

du da dz 


du 

dP" 


En ajoiitant membre a membre ces irois egaliles, en se rappelant 
que les surfaces 


u = const-5 


a = const. 


w = const. 



sont orthogonales et que Ton a 

\u = Oj ^^> = o, Aw = o, 

on obtient 



l—Y ' 


11 res te a verifier que 

fdiiY fduy /day 
\dx) '^\dy) 

el les deux expressions analogues se decluisent, comme on Fa 
annonce, des coefficients du exprimes en fonction de p, pp. 
Or 



ou en remplagant les deux facteurs dn second meinbrc par les 
expressiohs (5) et (8) troiivees au n® 192 

\dx) '^\dy) ~^\ dz ) (X ) (X — a- ) ( X — 6‘^ ) ( X — c- ) 


Mais, comme 




(s — \)(s — — v) 

{s — a^)(s — ) ( s — c2 ) ’ 


on a 


Done 


^^(X)(X-~a2)(X -^2)(X_c2) = (X- (Ji)(X — v). 


duy / duy /duy 
dx) ^[dPJ 




{pu — pv}(pu — ptv)" 


le facteur se retrouve dans les coefficients de -r-r ct ~ — • On a 
done bien la forme annoncee. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnees d’un point 
les arguments elliptiques u, p, pp, I’equation 



devienl 


(pQ — pw) 


d^T 


- ( ]5 w - 


- c^-T 

• Ti II ‘r 7 -T- ’ Pif ■ 

" ■ i/V- 




194. Solutions dependant d^une equation de Lame. — Essavon? 
de satisfaire a I’eqnation precedente en posant 

T == Ft n) Fi r > F((r), 

F designant ime fonction pour le moment inconnue ; ii vient 


^9) 


, d-F{ii) . . 

( p r — p tr ) r ^ r ) r ( ) 

• da- - ^ ^ 

; -f- 1 p (V — p ;0 - Jj, FUv)F {it ) 

, c/-F( a' ) 

-T- ( p zi — p c’ i F ( u )F{S)=o. 


Or si nous supposons que F(’->) est une integrale de requalion dif- 
lerentielle 


d'-^z 

dy^ 


= (Apu-r-B-.-, 


oil A et B sont des constantes, nous avons 


d- F (■ ^ 

— — = ( A p z/: -r- B ) F ( « ), 
- ^p - =(Apcv-H B)F(iv), 


el I’equalion (g) se reduit a Pidentite 
0 =F(zijF((^)F((r)[(pp — p(v)(Apzi-r- B) 

par suite 

AT = 0. 

Ainsi on peut construire une fonction T verifiant Pequation 
AT = 0 , chaqiie fois que Ton connait une integrale de Pequation 

Ji=(Apu + B).-, 

ou A et B sont deux constantes arbitraires. Lame a demontre qu’en 
donnant a A une valeur de la forme /?(72 4- i), n entier, on peut 
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integrer Pequation au mojen des fonctions elliptiques pour des 
determinations convenables de B. II oblient ainsi, pour chaque 
valeur de Pentier des solutions particulieres de Tequation 
AT =: 0, a Paide desquellcs ii forme la solution generale de cette 
e(|ualioii pour le probleme que nous venons de trailer. 

L’equation obteniie en faisant A = n(n -h i) s’appeJle equation 
de Lame. Nous reviendrons siir cette equation dans le ChapitreXL 


ENERCICE. 

Quadrilatere articule. — Soil un quadrilatere plan articule dont les 
cutes ont pour longueurs b, c. d\ appelons a, jj, y Ics angles des coles 
a. c, parcourus dans un menae sens de circulation, avec Ic cute d. En 
projetant le contour du quadrilatere sur le cute d et sur une j)erpendicu- 
laire a ce cute, on a deux relations que Ton peut ecrire 

ax -h by -f- C.3 -h 0 ? = 0 , 
a h c j 

(^l Q 

a; ^ 

: y = ^ = eT^’. 

En regardant n?, jK, s comnae des coordonnees courantes, on voit que la 
premiere des equations (i) represente un plan ct la deuxierne unc surface 
du troisieme ordre; leur ensemble represente done une cubique plane. Les 
coordonnees d’un point de cette cubique pourront s’exprimer par des fonc- 
tions elliptiques d’un parametre u\ 

e^^i = f{u), o(u), cV'z= 

En faisant varier u, on pourra etudier la deformation du quadrilatere. 

Si le plan et la surface (i) sont tangents, la cubique devient unicursale 
et les fonctions/’, cp, 6 peuvent etre remplacees par des fonctions ration- 
nelles. (Darboux, Bulletin des Sciences matheinaliques .) 


(U 

ou Ton pose 

a: 





CHAPITRE X. 

TRANSFORMATION DE LANDEN. 


195 . Division par dens de la periode ‘>w. — Gonsideroos les 
fonctions de Jacobi 

KxU), &i(UK 

constriiites avec les deux periodes 2 to, 2co\ et en meme temps les 
fonctioDs 


H 


/ I ^ TT /’ ' r i r. ( ! ^ -1 r. [ 'to 

( ! T ’ y ^ Hi ( z/ : — , oj ^ , 0 f I — , tu j , 01 I u I — j 



coDstniites avec les deux periodes to et 2to\ On a entre ces fonc- 
tions les relations suivantes, dans lesquelles A designe im facteur 
constant, 



La premiere de ces relations se demontre en remarquant qiie les 
fonctions 


H 



et 


out relativeinent aux periodes to et 2ci)Oes multiplicateurs definis 
par les egalites 




/(Z4-hC0) =— /(m), 

2iTC , 

f{u-h 20)')= — e ^ 
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3 a 

et admettent les memes zeros dans nn parallelogramme des pe- 
riodes : le rapport de ces deux fonctions est done une constante. 
Les trois autres relations se deduisent de celle cfui donne 

H I - > co'^ en y changeant successivement u en 

ui , uj 

Zi -4- W , U-\ y Z/. W -r -7 • 

’ 2 


196. Relation entre les modules et entre les mnltiplicateurs. 
Soient et g le module et le multiplicateur correspondant anx 
periodes aco, 2 co^; et soient A''(i), ^(t) le module et le miiltiplica- 
teiir correspondant aux periodes co, 

On a, d’apres la definition du module et en tenant compte des 
relations (i). 



Mais si, dans les formules du n® 75, relatives a I’addilion de la deini- 
periode to, on fait u — — on troiive 


01 




= H 



on deduit de la successivement 


dn — = \Jk\ 
2 ^ 


W to 

cn — = \/ k sn — , 
2 2 


Sa - “ • 


D’apres cela 



I —i— k I — f- k' 


Cette relation peut encore s’ecrire 




2 

TTT'* 
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D’apres la definition meme dii ninltiplicateur (n^ 92 % on a 
_r 

* ~ e^;o . ' 

(o') 

_ i__ , i '2 / 

0 ( o I ^5 w'j 

La valeiir de pent s’ecrire successivemenl 

I W(o)E,(o) 

V/'^ 6(0)01(0,]’ 

k 

tj en remplacant /r.j- par sa valeiir tiree de (a), on trouve entre 
3S multiplicateurs g et la relation suivante 

L) = 

A parti r de maintenant nons supposerons les quantites co 
t ^ reelles. 



197, Relation entre les integrales K et K^v 

do ^ , /* 2 


K 




v/i — k- sia'^cp 




Nous avons deia remarque que de Tequation diflerenlielie ve- 
ifiee par = sn(t^; A', g) 




)n deduit 

dz 


= 1 

Jo v'(1-5’-)(I-A-2-’-) 

)u bien 

11 

3 

^0 


^( 1 ) 






On obtiendrait de meme 


et cn dlvisant membre a meinbre ces deux, egalites on trouve 


K-(l) ' .^(1) IH- 

puis, en se reportant a la I'elation [i’) entre les modules, 
K = K(i)(i + 


198. Calcul de K quand k est donne. — Concevons qu’on ap- 
plique plusieurs fois la transformation precedente, on trouvera 
siiccessivement 

K = Kfi)(i -i- ki ), 

k,i), 

puis, en inullipliant membre a membre toutes ces egaliles, 

K = -{- /C(i))(i -t- k (^)). . .(t k^ri)), 

comme on a 



on a aussi, quel que soil /? , 


-•(i-h X:(i))(n- k^2 ))- . .(H“ ^"{/oX 5 

kn est toujours positif; le produitqui est dans le premier membre 
va done constamment en croissant quand n croit, et comme il est 
constamment inferieur a Iv, il tend vers une limite quand n aug- 
mente indefiniment. Il en resulte que tend vers zero ct par 

suite que Krn) a pour limite On a done 

K = -(l4- /C(2)). • .(l -i- kin)) 

Cette formule est utile lorsque Ton veut calculer la valeur nume- 
rique de K, en supposant k donne. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numeriques en posant 
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ce qui donne, en se reporlant a la formiile r , 


A' 1 = tang-- et /*•_.= 


i 


COS- - 
2 


puis 


A- = tang2 - = sin B k = tang^ -- = sin 


on en deduit 


I -i- A'.i,= 


- A- . = 


cos- - 0 

9 . 

el par suite 


^ r 

cos- - 0 ! 


I ^ A, : 


3i 


cos- - 0 .. 


-* = cos- - 0 cos- - 0 t COS' - 0 o . 
‘2iv 2 2 •* ‘2 ■' 


( I oir Durege, Theorie der elliptischeii Fimctionen, p. 1 77 . 
Prenons comme exemple k'= = 45°. 

Dans ce Tableau de calcul, on a separe par |)lusieurs points 1' 
nombre de son logaritlinie de sorte qiie I’on a mis 

-S au lieu de LogN =. 


De plus les logaritlimes a caracterlslique negative sont auginente 
de 10 . 


0 = 45^ o'o",oo 

-- 0 = 22 ° 3 o'o", 00 
‘2 


tail" - 0 ... . 

' 2 

• • 9,617 2^43 

cos ^ 6 

2 

. . 9,965 6153 

tang- - 0 i 

^ •• 

.. 9,2344486 

sinO(i) ) 



6^1)= 9'' 52' 4 5% 4 1 



4^^ 36 ' 22'', 70 

tang I 0(1-... 

. . 8,936 G'jo4 . 5 

cos i 0(1). . . . 

.. 9,998 3840.1 

tang-^ ^ 6(1) ( 

. . 7,873 0009.0 

sinG^2, j 



fj = o‘^2yj 


- 0,2^ = O " I 2' j< 


tan" - 


cos - 0(0) . , 


lan"- - 0(0) I 
^ 2 


sin 0(3) 


9:9 


0^3) = 0" o' 3 ", cos 0(3) 


0,000 0000 , 


3i8 

On a done 
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cos2 1 0 9,931 23 o6.o 

2 

COS^ie,!) 9,996 7680.2 

0052 ^ 0 ( 2 ) 9.9999940.0 

^ 9,927 9926.2 

— 0)^9^ 1198.7 

2 

K 0,268 1272.:) 

K = 1 ,854 0747* 

199. Calcul de la valeur de Tintegrale 

Jq y/i — 

quand Ic et o sont donnes. — Soil .c = sn{u ; A', ^•), on a 

r dz 

Jo 

on en posanl 

.c = sincp, 

do 

Jq \/i — /l-Jsiii^o 

de sorte que, a et o etant lies par la relation precedcnlc, on t 

sn{u; A, g-) = sin cp ; 

on s'assiire aisement que 

cn(£^; A, = cosep. 
et 

dn(?/.; A, ^)= y/i — A^ sin^cp. 

Considerons en m6ne temps Zi sn{u] A4,), «’(,)) en posa 
gmu= / , 

do /a — A;-i)Sm‘^cp(tj 



on aura 


snf ii: k y, I = sin^ 

Si maintenant A' et correspondent aiix periodes aw' el si 
A'H) et correspondent de meme aux periodes ox on aura, 
comme nous Favons vu. 

= LtA^. 

S'l) 


Alors en prenant le rapport des integraies dont les iimites siipe- 
rieures sont cp et cp^^, on trouve 



dz. 

V' I — A- sin-o 



dz X 






et Fintegrale dont la limite superieure est se tronvera ramenee a 
Fintegrale dont la limite superieure est S , quand nous aurons ob- 
tenu une relation finie entre c? et o,ix. 

i • I ' > 

Cette relation, que Fon peut obtenir par des considerations geo- 
metriques, nous sera utile sous la forme 


oil bien 


ou encore 


tang(o..iv— 

tango, — tan 
1 -I- tango tang 


p) = li tango 


< r 

tan^ o 


tang 


'll) — 


( I A'') tango 
I — /•' (ang-o 


Pour verifier cette derniere egalite il suffit de remarquer que 

sn I H ( u ) 


tango = — V 

cnz£ /A-' 


et de se reporter aux formules (i) du n° 195 donnant o>' ) 


et ( a 


tu / N . • • 

— ^ o)'j; on trouve ainsi 

v/A'b) tangOji) =- 


nr u) ni( 


HU 


Ha 


Transformons le denominateur du second membre d'apres 
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I’idenlite, facile a verifier, 




nous pourrons ecrire 

v/^tangtf(,) = 


n(K)ii,(if)nf(o) 




Oil 


en cli visant les deux lermes du second membre par H- j II; i 

I a n o 


tangcp(i)=: G' 


Ilf 


1-12 


C designant lui facleur constant ; ce facteur sc determine on di 
sant les deux membres par a ct faisant ensuite icndrc u vers zcj 
ce qni donne 


En tenant compte enfin de la formule 


on a Lien 


ou encore 


lang9(,)=: 


(i -h /:') tangep 
1 — /c' lang-cp 


tang(cp{n— 0 )=: k' tangcp, 


comme nous voulions le verifier. 

Cela pose, concevons qu’on applique plusicurs fois de suite 
in^ne transformation en posant pour abreger, d’apres Legend 
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LIS aurons saccessiveoieot 


F, s ,,, ) = 1±JL1 Fr- \ 

•1 ‘ " 


3n multipliant merabre a membre ces egaliles 
F(c, p 

Sapposons maiatenant que n augmente indefinimentj nous 
)ns vu que kn tend vers zero et Ton en conclut 

lim F(9 k'n) = . 

3 omme d’autre part on a trouve 


■^ ( I k X) )(' I -H A\-2: ). . . = K, 


voit que, en definitive 


F( 9 , k) = ^ lim 




Pour calculer successivement les angles 9^0)? 
us aurons les formules 


tang(o(i)— 0) 

= k' tang 9, 

kn,= 

tang(<p(2)— 0(1,) 

= k'lij tangO/i), 

k(2) = 

tang(cp(rt) — ?i«— 1); 

* “ k'n-i) tang9(,j_ij, 

^'(n) = 


I- A-' 
i-i-k’’ 

r -f- /c[i) ’ 


^ kjri-i) 
^ k[n-i) 


Quand n est tres grand k^n) est tres petit, comme nous Favons 
; alors est tres voisin de 1 ’ unite et Ton a sensiblement 


bien 


?(/») — 


A. ET L 


9(/i) — ) 


21 


alors 

^(n) 1 ) ^ 

2" 2^^-! ’ 

Done a pardr d’une valeiir siiffisamment grande de n, reste 

sensiblement constante et Ton apercoit ainsi qiie ^ tend vers 
une limite quand n augmente indefiniment. 

Exemple niimerique. — (Nous I’empriintons a la Theoriedes 
fonctions elliptiqiies de Diirege, p. 178.) 

Soient 

/.I on 

k- — - > CO = oo" 

2 ‘ 


les valeurs donnees de /c- et de o. 

II resulte d’un calcul precedent que Ton a 


2K 

k' = cosO 

k\ = cosOi . . . 
/x2 = cosO .. . . 
k'^ = cosO . . 


0,072 0073.8, 
9,849 

9,993 5ii8, 

9,999 9«7'‘^-9, 
1,000 0000.0, 


Void maintenant le calcul des angles cp,, o.. 


CD = 3o° 

>g? 9,761 439i 

9,849 485o 

Jg(cpi— o).. 9,610 9244 

cpi — O = 22° 12' 27", 59 

Oi = 02° 12^27^^,56 


cpj = 52 " 12^27'^, 56 


tangcpi 0,110 4874 -9 

9,998 5 ii 8 


tang(cp:j— cpj). o,io3 9192.0 

92 — 91= 5 1" 47' 82", 58 
cp2 = 104" o' o", 1 4 


, : 

epo = 10 i°o'o", t 4 
taiig7;>, o, 6 o 3 2 

9,999 !) 

tang((p3““f 0). o, 6 o 3 2 

ep.T — cp2= ro4'’o'i", 
0 :i = 208" o' l", i 


On prendra ici comme valeur approcliec de lim ^j^lc rapport 
= § (2o8'’o'i"54) = gSCoo", 19. 

Pour exprimer cet angle en parties cle rayons on dIvise ic 
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nombre de secondespar 206 264,8 

Log 93 600^.19 = 4,971 2767.9 
Log2o6 264'', 8 =5, 3 14 405 1. 3 

9.656 85 1 5. 7 

T ^ 

i^og — =0,072 0073.8 
Log Ff/s, Ap = 9.728 8589.5 

F(cj, A; = 0,535 6221 pour c? = 3o° et k-— 

* '2 

Remarque. — Lorsqae le module est devenii ires pelit le 
calcnl des modules suivanls pent se siniplilier. (Voir BERTRiiXD, 
Calciil integral^ p. 661.) 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE X, 


BiTision de la periode 20) par un nombre impair n En posant avec 

( 2 K \ 

I verifier I’identite 

— 0 = C 2r(nx, 5-" ), 

ou Ton suppose que, 3'(27) correspondant aux periodes 203 et 20)', S’(:r, q^) 

correspond aux periodes 2w', et oil G designe un facteur constant. 

On peut remarquer que le premier membre d'une part et S’(r.r, q^) 
d’autre part sont deux functions qui admettent les memes multiplicateurs 
pour les periodes 2w, 2co' et qui ont les memes zeros dans un parallelo- 
gramme des periodes. 

On a une verification interessante de I’identite precedente en considerant 
le produit infini qui donne savoir 

G 2r(/2,a7, ^'0 = (i ” Gos2n^ -5- 

X (i — %q^^ cos 2 7157 H- — 7 .q^^ cos‘irix -f- . . , 

et decomposant chaque facteur de ce produit d’apres I’identite suivanle 
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(tlieoreme de Cotes) 


I — ‘iq^ C0S2 715? -h ~X_|_ ^ — 2^C0S2^5?- 


rir 

n 


pour 


r = o, I, 2, . . . , /z — I, 


ou, ce qui revient au meme puisque n cst impair, 


^ =0, I, 2, — I. 

2 


D’apres cette verification I’identite resulte de cc que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectue et reciproquement. 

Verifier la formule 


(“O' 






/ 2'n:\ 


(x-^ 


V / 


-h (n — i) yp J = C/ ^ ({nx, 




3 u 2 ri(a?) designe la fonction H ^ ? O' 


une constante at n un nombre 


impair; de plus ^i(x) correspondant aux periodes 2 to ct 2 to', 2 fi(/ix, 


correspond aux periodes 2 to'. 


Des formules des deux exercices precedents deduire la suivante 

•inK^^^x ,, A 2K 2K/ 2'ji\ 2K f ^ 27r1 

, =Gsn — 27 sn — {x-\ .--sn — — i) — , 

TC / TC TcV n J J 


oil Ton suppose que et correspondent aux periodes 2 to' 
comme k et K correspondent a 2to et 2(o' et oii G a la valour constante 


G 


n — l 

= (-l) 2 




CHAPITRE XL 

FONCTIOXS A MULTIPLICATEURS COXSTAXTS OU FOXCTIOXS 
DOUBLEMEXT PERIODIQUES DE SECOXDE ESPECE. 


200. Definitions. — Dans plusieurs questions de Mecaniqiie el 
de Physique mathematique, on est conduit a etudier des foncllons 
nniformes de n’admettant a distance finie d'antres singuiarilcs 
que des poles et se reproduisant multipllees par des constantes a 
OU u.' quand onajoute a a Pune ou Tautre des periodes aco etaojh 
L’une quelconque de ces functions F(^^) verifle done deux rela- 
tions de la forme 

F i, zi ^ 00 } = F ( ), F ( w -4- 2 co' ) = [i! F ( u ). 

M. Hermite, qiii a fait I’etude des fonctions de cette nature 
[Sur quelcj lies applications des fonctions elliptiqaes, Gauthier- 
Villars, i885), leur a donne le nom de fonctions doublenient pe- 
riodiques de deuxieme espece; ces fonctions se reduisent aiix 
fonctions doublement periodiqnes ordinaires ou fonctions eliip- 
tiques, quand les deux multiplicateurs constants u et u/ se re- 
duisent a I’unite. Quand les multiplicateurs a et seront donnes, 
nous appellerons les fonctions telles que fonctions aux 

multiplicateurs constants [x et les fonctions elliptiques sont 
alors des fonctions aux multiplicateurs i et i. 

Les relations 

F(ii-i- 2 to) =[JlF(m), 

F ( M -i- 2 o)' ) = |jl' F ( M ) 

entrainent evidemment la suivante ou m et n sont des entiers po- 
sitifs, negatifs ou nuls : 

F ( -T- 2 / 7 i (0 -j- 2 n 00') = [F'i F ( ^^) . 

11 en resulte que, si la fonction F[u) admet un pole u = a^ elle 
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admet comme poles, au meme degre de multiplicite, tons les 
points homologaes 

Ct m^ri ~ ^ 2 /7i W -f" Q.THO . 

Si le residu relatif au pole a est A, le residu relatif an p6]e 
est De meme, si la fonction F(?^) admet nn zero u-=z h, 

elle admet comme zeros, avec le meme ordre de multiplicite, 
tons les points homologaes. 


Example, — Voici quelques exemples de ccs iiouvelles fonc- 
tions. Soient A, a et \ des constantes, la fonction 


/(w) = A 


H(^^ — «) 
U{u) 


q\u 


est une fonction aux mn 1 tipi ica tears 

i %y. s , 

. , (-2 Aw' 

JJL = jJL = 6 ^ 

En effet, les relations fondamen tales 
H ( Z £-}-2 0 )) = — 

i TC 

H(c^-h2a)')= — ^ 

donnent les suivantes : 

/(Z/.-4- 2W) 

i'K'X . , 

La tlieorie dii pendiile splieriqne nous fournit un autre exemple 
de ce genre defonctions. Nousavons trouve, en effet, pour x-~\-~iy 
une expression de la forme suivante (p. g5) 

A, a, b, A designant des constanles. Or, d’apres les relations fon- 
damentales 

c'(w4-2a)) =— 

3^( W H- 2 = — ^2v)'(«+(o') (j* 
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celle fonction z verifie les relations 

Z{U llXt) = 'j; ■ II 

z(u — aoj') = z [ u z 

c'esl done une fonction aux niiihiplicatenrs constants 

a = (^'2T/a—b' ^ 

!JL^ = e-'^> 

Dans la tlieorie qiie nous aliens developper, nous s'.:- t '^. s 
les multlplicateurs u et ul' donnes et nous formerons les expres- 
sions analjtiques des fonctions qui admellent ces niu!fir):ica‘ears. 
M. Hermite aindique, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiqiies. 

L’une de ces formes donne la fonction conime le quotient de 
deux prodiiits de fonctions H ou c;* : elle met en evidence les zeros 
et les poles de la fonction. L’autre forme est analogue a la for- 
mule de decomposition en elements simples; elle met en evidence 
les p61es et les parties principales correspondantes. 

Les seuls elements analjtiques necessaires pour cette tlieorie 
sont les fonctions H ou o'. 


L — Decomposition en facteurs. Consequences. 


201. Expression generale des fonctions a multiplicatenrs con- 
stants. — Soil F(;^) une fonction aux miiltiplicateurs constants 
donnes jx el jxC Par hypothese cette fonction n’a d’autres points 
singuliers que des poles a distance finie et verifie les deux 
equations 

( F(j:^-i-2w) = {a.F(a), 

I F(m-+- 2U>') = 


Pour obtenir une premiere expression de la fonction F( 2^)5 re- 
marquons que la fonction particuliere 


(^) 


/(w) = A 


H(«) 



CHAPITRE XI. 


328 

consideree dans le numero precedent, verifie les relations 

I f{u H- 20)') = \i! f{u), 

ou 

^ 4-2Aa)’ 

(4) |j.= e2>w 

On pent loujours disposer des constantes X et a de fagon a faire 
prendre a ces miiltiplicatenrs des valours donnees a I’avancc. En 
effet, UL et u' etant donnes, on a 


\ — — LogUL, 

20 ) 

a = ^ (o) Logu'~o)' Logp), 
iiz 


Logp. ayant la meme determination dans les deux equations. 

Avec ce choix des constantes \ et a, on a, par la formule (2), 
line fonction particuliere /*(a) aux miiltiplicatenrs donnes p cta^ 
Mais alors, si Ton revient a la fonction gendrale F(?/.) aiix memes 
multiplicateurs, le quotient 






F(//.) 


est fonction elliptique aux pmodes 20) ct 2 to'. En efTet, 
quand u angmente de Tune de ces periodes, F et /se rcqiroduiscnt 
multipliees par le meme factenr et ^{ii) ne cliange pas. 

On obtient ainsiune premiere expression generale des fonctions 
aux multiplicateurs constants p et p', en prenant 

les constantes }.et a etant determinees par les relations ( 5 ) et ^(^u) 
designant une fonction elliptique aux periodes 2 to ct 2tjo'. 


202 . Decomposition en facteurs. — La formule de decompo- 
sition enfacteurs se dediiit immediatement de ce resuUat. En efFet, 
la fonction elliptique ^(w) pent se meltre sous la forme suivante 



FOXCTIO^*S A MULTIPLICATEUR 5 CONSTANTS. J 

(ll^ 40) 

<i>{U<= — bj' ll II — b. . . .II- u — br - 

H( w — « . . AVj^ — t/r/ 

avec la condition 


( 7 ) 


bi — bi-h. . br= ai — ~ — a,.. 


La fonction aux muitiplicateurs constants et pent done 
s’ecrire 


( 8 ) 


Fr.0 


= B 


H ( — a I H ( zz — b{). . . H i zz — b,.^ 
H ( zz j H ( zz — «i ) . . . H ( zz — a,.) 


Telle est la formnle de decomposition en facteurs. Elle conduit 
aiix consequences suivantes : 

TJjie fonction a muitiplicateurs constants possede, dans 
an paraLlelo gramme des phdodes, autant de zeros que ddn- 
Jinis. Cela resulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, il 
entre autant de fonctions H au numerateur c[u’au denominateur. 

Si I' on considh'e, dhtne part, les zeros, d' autre part les 
infinis que possede une fonction aux muitiplicateurs a et \x 
dans un parallelo gramme des periodes, la difference entre la 
somme de ces zeros et la somme de ces infinis est egale a 


I 

i- 


( to Log ;j.' — 03 ^ Log [x ), 


d des multiples des periodes pres, 

En efFet, la fonction F (zz) definie par la formule (8) a, dans im 
parallelogramme des periodes, des infinis homologues des points 


O, Uly CZ2, • • • } ^/’5 

et des zeros homologues des points 

a, bi, b., bj.. 

La difference entre la somme des zeros et celle des infinis est 
done 


( Q ) cc — H* b I — H b 2 . • . “H b — ( ct>\ H- -f- . . . -t~ cij> ) 2 m to ^ n oj . 
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si Ton tlent compte de la relation 

= ai-T- a2“i“ • • • + 

et de la valeur ( 5) de a, on volt que la difference consideree (9) est 
^ (co Log [Ji'— 0 )' Log(A) -H 2 /;ia> 

ce qni deinonlre le theoreine. 

Changer les determinations choisies pour Logp.' et Logp. re- 
vient a modifier les eiitiers m et n. On pourrait, par exemple, 
clioisir les determinations des deux logaritlimes de facon a 
annuler m et n. 


Remarque. — 11 est evident que la fonction F(;/) donn^e par 
laforrnule (<S) n’admetpas necessairement, d’une maniere effective, 
le p 61 e u = o i car un des zeros • • • 5 pent ctrc egal a o 

oil homologue de 0. De meme, cette fonction n’adinet pas ncccs- 
sairement le z6ro a. 

Les deux iheoremes que nous venons d’enonccr admcLLent la 
reciproque suivante : 

3 ° Si Von considere une expression de la forme 


F( it) = B 


li ( it — a } H ( ii — ai). .. 


dans laquelle les constantes a, (rt^ , . . . , 
rifient les deux relations 


R{u-^ hr) 

11 (it — af ^ 

a,; b, bi, . 


. . , b,. ve- 


(10) 


X - LogfJL, 

•A to 

b -f- bi -h. . h b/- — ( a — t- (X\ H— . . . -l~ it/’ ) ” hog ix — ci) Log u ), 

i TT 


cette expression F(it) definit une fonction aux multiplica- 
teurs p. et p.h C’est ce qu’on vdrifie immddiatemcnt en par tan t des 
relations fondamentales 

H( it - 1-2 to) = — H(ii), 

Quaad les multiplicateurs p et p.' sent dgaux a i, la fonction 
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F(«) devient une fonction eliiplique, el la deuxieme des rela- 
tions (lo) exprime aiors le iheoreme de Lioiiviile (n" 39;. 


203. Nombre miniiniTm de poles d’une fonction a mnltiplica- 
teurs constants. — Nous avons vu qu'une fonction e:!::.*: 'u:: a. an 
moins, deux poles simples on un pule double dans im paraiielo- 
gramme des periodes. li en est aulrement pour ies fooctioos a 
multiplicaleurs constants. 

Qiiand les rnultipUcateiirs a et u/ sont ei ne 

verijient pas la relation 

(ii) -z^~( w Log li.' — V) Log ;x) = o, 

pour des determinations com'enahles des logarithmes, toute 
fonction aux inultiplicateurs a et u: admet an moins un pule 
s'mple dans un par allelo gramme des periodes. 

En effet, si la fonction F(^/) donnee par la formiile generale ( 8 i 
n’avait pas de poles, elle n’aurait pas de zeros, ei cette fonction 
se reduirait a la fonction 


F(z^) = Be'-", 

dont les multiplicaleurs 

IJi = f = e-1^' 


verilient la relation (i i) que nous avons ecartee. 

11 y a done au moins un pole. D’ailleurs, il exisle des fonctions 
avec un seul pole dans un parallelogramme des periodes. Telle est, 
par exemple, la fonction deja consideree 


/(u) = A 


Hfu — a) 


ou 1 et a sont determines par les equations (5). Cette fonction 
a, comme poles, le point u = o et les points bomologues. Telle 
est encore la fonction 




. H(w — p — a) 


gKiu—v)^ 
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ou V est une conslante queJconque; celte foncdon admet, comme 
poles, le point les points homologues. 

204- Fonctions a multiplicateurs speciaux Nous dirons qiie 

les multiplicateurs p. el p' sonl speciaux quand ils verifient une 
relation de la forme 

w Log \x — to' Log (a = 0, 

pour une determination convenable des logaritlimes. Dans ce cas, 
il exisLe une fonclion par Lout fuiie dans un parallel ogramme des 
periodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 

\ etant determine par les deux relations compatibles 

X r= = bOg(x' ^ 

'2 W 2 0)' 

La fonction la plus generate F( aux multiplicateurs speciaux u 
et 12 ,^ est alors 

F(z4) = 

^{^u) designant une fonction elliptiqiie. Unc fonction elliptique, 
non reduite a une constante, a au moins deux poles simples ou un 
pole double dans un parallelogramme ; done, si la fonclion F(zz) 
ne se reduit pas a une simple exponent! elle cllc ad met dans 

un parallelogramme au moins deux poles simples ou un pole 
double. Telles sont les fonctions 

e^“sn-a, [Z( u — a) — Z{u — ^))], 

IL — Decomposition en elements simples. 

20S. simple. — Reprenons la fonction 

les constantes X et a etant determinees par les equations 

X = _L Log u, 

2 0 ) ° 


I 


/. . T 


..It,. 
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liiCRrtons Ic cas dcs niuIlipiicatGurs speciaux etudic dansle dernier 
nuniero. Alors a n’est pas homologue de zero et la fonclion f\ u 
devient elFectivenient mfinie au point ii = o et aux points lionio- 
logues. Delerminons la constante A de telle facon que le rdsidu 
de/(tz) relatif au pole u = o soit egal a i. Pour cela. il suffit 
d'ecrire que le produit u f{ii) est egal a i pour ii = o. On a ainsi 


A H( g I _ H'i'ot 

H'l o) ’ ■ UTI) 


et la fonction f{u) devient 


( 12 ) 


/(«) = 


H ' ( o I H ( w — a » 
H ( a j H ( u > 




Cette fonction f{u) constitue i’element simple introduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxieme expression generaie des 
fonctions aux multiplicateurs uet |jl'. Elle verifieles deux relations 


j /(Z^ = \i-f\u), 

I )— /{u); 


elle admet comme pole simple le point u = o et les points homo- 
logues. All point ii = o son residu est i ; au point u = 2m ii)-h2n oj\ 
m et n etant des entiers quelconques, son residu est comme 

il resulte de Tequation 

f{u-^ 27^0) -h 2710)') f{u)^ 


consequence immediate des relations (i 3 ). Si dans ces relations on 
change u en u — v designant une quantile quelconque inde- 
pendante de on a aussi 


( /(^ — t’-4- 20)) = a f{a — v). 


La fonction 


(i5) 


/(a-0 = — 


H(a)H(7i — 


regardee comme fonction de w, a done les memes multiplicateurs p. 
et uJ que/( w) : elle admet comme poles simples le point u=z v tl 
les points homologues, le point u = ^ avec le residu + i • 
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II est interessant de voir qiielles sont les proprietes de cette 
meme fonction /(w -- consideree comme fonction de Si dans 
les relations (i4) on change u en u — 20 ) on obtient deux nou- 
velles relations que nous ecrirons comme il suit 

/(li — P — 2to')= ^/(m— f')- 

Ces relations montrentque /(ii — (^) considore comme fonction 
de p est line fonction aux multiplicateurs inverses ~ ot —• Cette 

fonction de ^ admet comme poles simples ie point c “ u et les 
points liomologues, le point e = ii avec ie residu — i . On verifie, 
en effet, immediatement, que le prodnit (e — ii) f[u — e) tend 
vers — I quand e tend vers u. 


206. Formule de decomposition. Cas des poles simples, — So it 
line fonction F(;/) aux multiplicateurs non speciaux |jl et pi^ Sup- 
posoos d'abord que cette fonction n’ait que des poles simples bo- 
inologues respectivement de certains points 


u = a, u = b, 


et soient 

A, B, L 

les residus de F(z^) aux points a, , 

Considerons la difference 


ii = 

,, /. 


W{u)=F(ii)— Xf{u— a)— — — . Lf(a — I ). 

Nous allons montrer que cette diCfereuce est iclenliquement nulle. 
En effet, est ime fonction aux multiplicateurs pt ct p.', car 

die est une somme de fonctions "P{u), — — a), . . . ad- 
raettant separement ces multiplicateurs. En outre, cette fonction 
^{u)e5ljinie pour toutes les valeurs de u, car, dans le voisinage 
de u = «, par esemple, on a, par hvpothcse. 


F ( zi ; 


-h fonction regulierc; 


il — a 
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de plus, d’apres les proprietes de la fonclion f-ji — ^*3, oo a, dans 
le voisinage de ii = a, 


f( II ) — ^ fonction re^rulicre: 

' iL~ a 


enfin les aulres terroes fx a — h . .f ii — /} sont des foncdoos 
regulieres au point u = Dans la combinaison qni donne 1 

les termes en — — - disparaissent et est finie pour u ~ a, II 

en est de m^me des autres points u , // = / et des poinis 

iiomologues. 

Ainsi est une fonction aux raultiplicateiirs non speciaii\ 

a et 1 ^, n' admettant plus auciin pole a distance finie. Mais line 
telle fonction ne pent pas exister (n'^ 1203) : done T(w) est iden- 
tiquement nulle. On a alors la formiile 

( i6 ) F ( ii) = A /( a) -r- B /( it — b j~ . . h f{u — /)• 

C’est la formule de decomposition en elements simples, mettant 
en evidence les poles non homologues a, / et les residiis 

correspondants. Ghaque terme de cette formule est one fonction 
de u aux miiltiplicateurs a et a' admettant dans im paralieio- 
gramme iin seul pole simple. 

Inversement toute expression de la forme (i6) dans laquelle a. 
b, ..., I sont des points non homologues deux a deux et A, B, .... L 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
[X et ayant comme poles les points b, . . . , Z et leurs honio- 
logues, les residus relatifs aux points b, , . . , I etant A, B, . . . , L. 

D’apres cela, on pent choisir arbitrairement les residus A, 
B, . . . , L : il n’existe entre eux aucune relation necessaire. II y a 
done la une difference avec les fonctions elliptiques pour lesqiielles 
la somme des residus est nulle. 

Example de decomposition^ — Soit 

/ T?/ N H-(m) 

^ ^ ^ ^ ^ H ( — a ; H ( — 6 j ’ 

a el b etant deux constantes non homologues entre elles et non 
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homologues de o. Cette fonction admet les maltiplicateurs 


comme iiresulte des proprletes fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme poles les points a et b et les points homologues. 
Construisons Felement simple correspondant 




H(a)H(zO 


en choisissant A et a de facon que cette fonction admette les memes 
muUiplicateurs p et p/. 11 suffit de prendre 

7 =: o, a = — (a -T-h)\ 


Felement simple est done 

Les residiis de la fonction a decomposer relatifs aiix deux 

poies non homologues a et 6, sont 

, H^g) p_ i^Hb) 

H'(o)H(a -b)' lV{o)H(,b-a)^ 

pour les oblenir, il suffit de chercher leslimites des deux produiis 
(u — a)F{u) et (u — b)¥[u) pour u = a et u = b. 

La formule de decomposition est done 

F(z 6) = A /(a — a)-i- B /(i^ 
oil, en ecrivant tons les termes explicitement 

H(w — <2) H(w ~ 6) 

„ I [U^a)E(u-^b) 

A)H (a— L H(w — a) 

207. C as des p6les multiples. — Le meme raisonnement nous 
doiinera la formule dans le cas des poles multiples. Snpposons que 
la fonction F(^^) aux muUiplicateurs non speciaiix p et p' ad- 
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nietle comme poles les points a, Zo I mm £.|- 

supposons que les panics principales relatives i ccs pGle's soient 

respecli Yemen t 


• - A 

A, 

A. 


‘ ‘ ' a — a 

■ ii — a r ' 

! Li — a {> ~ ’ ■ 

'll — li j ^ 

B 

c.->( li 1 — . 

R. 

B-2 


‘ li — b 

I- 

1 

i a — ^ 

\ ll ij . 


Si Ton designe par/,/', ... les derivees successives de/V« u la 
difference ' ' 

>r ( u I = F ( u I - j^A /( I, — a )- x,f : u - a - a } 

— ~b )■— Bi f\a — b) a — b\ 

L 1.2 

/ . o ^3—1 1 

est encore identiquement nulle : en effet, dans le voisinage de 
a = a par exemple, on a 

J{ II — a)= — — -{- fonction reguliei^e, 

f'{ii — a)=~ ^ -f- fonction re^uliere, 

(^iL — aj- ’ 

/"( li — a ')= ^ fonction rci^uliere, 

[ u — a ’ 

y(a-n(2^__ = (_ j)a-i — ^ ^ -^I'onction reguiiere. 

Done 

A /(a - a)— X^f\iL -a)-+- — 

Y ^ ^ — a)= 'fi( w)-r- fonction reguiiere. 


A. ET L. 
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Comme dans le voisinage de u= a, on a aussi, par hypothese, 
F(zi) = fo lection reguliere; 

oa voit que W[u) est reguliere au point a; il en est de meme des 
autres points bj . . /et des points liomologues. Cette difference 
est done une fonction aux multiplicateurs non speciaux p. 
et oJ n'ayant plus aucun pole it distance finie, Comme une telle 
fonction ne pent pas exister (n"" 203), est idenliquement 

nulle etPon a la formule de decomposition 




1 .2. . . a — 1 


a) 


la somme etant etendiie a tons les poles non liomologues. 

Reciproquement, toute expression de cette forme, danslaqnellc 
les coefficients A,Ai, ...,Aa_,, ... sont choisis arbitrairement, est 
une fonction aux multiplicateurs p. et 

On voit I’analogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
clonnee pour les fonctions elliptiques et que nous avons etablie 
au n° 26 par un raisonnement presque idenlique. 


Exeinple. — Prenons, par exemple, la fonction ( 17 ) de la 
page 335, en y faisanl b = a, 


V{u) = 


— a) 


Cette fonction admet les multiplicateurs 

_ S/TC/z 

p, z=: I , \j! = e 


elle a comme unique pole double le point u = a el les points l>o- 
mologues. Dans le voisinage du point u = a, on a, par la formule 
de Tavlor, 

H(ii a) = {iL a) H'(o)-i- — - ^ ,H"'(o)-t- . . . , 
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car H(^/) etant impaire, H(o), IFk>) soot niilles. Done 

Hi u} I \\ a ] -r-{u — <7 * !r< <7 ■ ~ , 

H ( — a j ~ ( u — a j H o; ^ ; a — a If ■ o~~ 


( u — a J li'{ 0 I 


G II Mj; 

[H^a u ~ a J H'( . . ] . 


En elevant au carre, on a enfin 


H- (u) 


I 


1 1 i' a) H'( a) 


(ii — a)-E'‘^(o) {u — a) 


les Lermes non ecrits formant line fonction reguliere au point a. 
On a ainsi mis en evidence la partie principale de F(?/) ao pole a. 
L’element simple avec les multiplicateurs a el a' esl actuellement 


A^^) = 


H'l o) 20 i 

H i 2 a ! H t a • 


La formule de decomposition est enfin 


H'-( o'r 


208. MetEode de M. Hermite. — Pour elablir la formule de de- 
composition, nous avons suivi une marclie analogue a celle qiie 
nous avons employee pour les fonctions elliptiques 24 el 26). 
M. Hermite etablit cette formule par la melhode suivante, que nous 
indiquons a litre d’exercice : 

Soil F(z/) une fonction aiix multiplicateurs non speciaux p 
et p/; designons par v une A^ariable aiixiliaire et considerons la 
fonction de v 

<J>(^)=F(P)/(W-P). 

Cette fonction est pej'iodique : car, si Ton augmente r 

de Tune des periodes, F(p) se reproduit niultiplie par p. 011 A 

f{u — r) raultiplie par - ou done le produit ^(c) ne change 

[J. |j, 

pas. La fonction ^(v) est done une fonction elliptique. Enecrivant 
que la somme des residiis de <I>(c) relatifs aiix poles situes dans un 
parallelogramme ou, ce qui revient au meme, relatifs aux poles 
non homologues, est nulle (n"^ 2o), on obtiendra la formule 
cliercbee. 
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Les infinis de sont les infinis des deux facteiirs F(c^) 

— <p ) : les infinis de F((^) sont Iiomologues des points 

a, h, /; 

ceux de f{u — v) sont homologues du point a. Snpposous, pour 
simplifier, les poles de F(p’) simples et soient A, B, . , . , L les re- 
sidus de F correspondant aux poles a, b, Les residus clc 

<I)(c^), relatifs a ces poles, sont 

Le residu de relatif au pole e == u est 

-F(^0. 

Ecrivant que la somine de ces residus est nulle, on a bien la 
f ormule cherchee. 

Nous laissons au lecteur le soin d’appliquer la meme melhode 
au cas des poles multiples. 

209. Multiplicateurs speciaux. — Dans ce qui precede, nous 
avons ecarte le cas ou les multiplicateurs p. et aWerifieraient, pour 
des determinations convenables de Logo, et Logp/, la relation 

to Log (jl' — to' Log »ji = o. 

Supposons maintenant cette relation remplie : il exisle alors unt; 
exponentielle de la forme 

QhU 

admettant ces deux multiplicateurs, car les deux equations 

[j, = p/ — ^2Xto' 

donnent pour \ des valeurs compatibles. Cette fonction 

est one fonction n’ayant aucun pole a distance finie. L'elemeiit 
simple appele/(a) n’existe plus dans ce cas, car la constanle a est 
homologue du point 0 . Done les formules de decomposition ge- 
nerale ne s’appliquent pas a ce cas. 

Mais, actuellenient, toute fonction F{u) aux multiplicateurs 



a ei a peui s ecrire 


F ( ii ') = 

^(in elant une fonction eliiptique. Ii siiffira de decomposer ceUe 
fonction <I>(w) en elements simjjles par les formules des 21 
et 26, el ii en resultera une formula donoanl F(?^). Par exeiiiple, 
supposons que F(z^) ait seulement des poles simples Fomologues 
des points 

a, b, L 


les residus relatifs aux points a, b. etant 

A, B, L. 

La fonction eliiptique 

F (“ ) 

admet les memes poles avec les residus 

.... 

On a done, d’apres la formula (3i) du n° 24, 

<J> ( w ) = Go -T- AZ(w~ a)-i- BZ(^^ — L Z ( — l)\ 

en outre, la somme des residus de la^fonction eliiptique ^ etant 
niille, on a, entre les poles et les residus de F, la relation 

(rg ) = o. 

Revenanl a la fonction donnee F par la formule 

F( w) = 

on a enfin la formule 


F ( M ) = Go -f- A Z{u — a) 

-f- B Z{ii — 6)-f-...-f-L Z(u — Z). 

On pourrait done prendre actuellement comme element simple la 
fonction 

(p(a) = e^^Z{u) 

et ecrire 

F(z^) = Go 6>^“-1- A cp(i^ — a)-h B cp(M — . .H- L o(w — /). 
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II est important de remarquer que, si les miiltiplicateurs sont 
speciaux, les residas ne peuvent plus etre clioisis arbitrairement : 
ils sont lies aux poles correspondants par ime relation, qui a la 
forme (19) quand tous les poles sont simples. 

m. ~ Equation de Lame. Equations de M. Picard. 

210 . Equation de Lam6. — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement periodiqiies de seconde espece, 
on fonctions a multiplicateurs constants, est Fintegration d’une 
classe d’equations differentielles lineaires et homogenes ayant 
pour coefficients des fonctions elliptiqiies. 

La premiere equation de ce genre a ete consideree par Lame a 
propos de Fequilibre des temperatures dans iin elHpsokle homo- 
gene. Cette equation, appelee equation de Lame, a d’abord ete 
prise par Lame sous la forme 

^ =[n(;z-Hi)/c2sn2^-}-A]7, 

k etant le module, ii un entier et Ii une constante. Lame s’est 
borne a integrer cette Equation pour des valours particulieres 
de h choisies de telle facon que Tequalion admette une solution 
qui soil un polynome entier en sn^, ouunpolynome entier en sn^ 
multiplie par I un des trois facteurs cn^, dn^ ou cn^dnx. 

Par exemple, quand 71 = 1, Fequation 

^ =(2X:2 sn’^x+h)y, 

admet la solution 

pour 71 =— (i + yt^), et la solution 

7 = Q,nx^ 

pour h = — I . 

M. Hermite, se plagant dans le cas g^ndral ou h est quelconque, 
a montre que 1 Equation de Lam6 pent toujours etre integr<§e et 
que son int^rale general e est de la forme 

7= GF(ir)+G'F(— 07 ), 
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F(^) etant ime fonction a multiplicateurs constants, C el C’ deux 
constantes arbitraires. 


2H. Forme derequationdeliamedanslesnotatioiis deM.Weier- 
strass. — Si dans I'equalion 

I d- V 

oa fait le changement de variable 



A 


a designant la nouvelle variable et a ime constante. el si Ton se 
reporte a la formule 



A 


r equation devient 

1 ^ n(n-^i) 

y du- "" V ^ 

).2sn2-^ 

A 


Introduisons maintenant la fonction pzi par la formule (n° 97) 


I 


X2sn2 


a 

A 


= p(w[2a), 



nous obtenons Pequation 


I 

y du^- 


n{n ~ i) pzi -T- 


oil I est une constante. C’est la la forme de I’equation de Lame 
dans la notation de M. Weierstrass, telle que nous Favons ren- 
contree au n*^ 194. 


212. Int^ration de Tequation de Lamd pour n — i. — Nous 
allons exposer la methode de M. Hermlte pour le cas de /? = i, 
qul, d’apres les recbercbes de M. Hermite, sc presen te dans Fetude 
des mouvements a la Poinsot. Nous rattaclierons ensuite le cas 
ou n est un entier quelconque a un theoreme de M. Picard. 



CHAPITRE XI. 


3 i 4 

L’equation de Lamej pour n = peat s’ecrire 
( 20 ) 

Essayons de la verifier par la fonction a miiltiplicateurs constants 


1 d^y j 

TV = 

y du^ 


.\u 


o' ll 


a et \ designanl des constantes. Nous avons, en prenant Ics de- 
rivees logarithmiques des deux membres 

— ^ + 
du 

et en derivant de nouveau 


_L -Zl - (J- ^ 

O' I duO \7i da 


2 

= — P(n + «)- 


Mais d’apres la formule d’addition pour X^u (n° 44) la valeur dc 

^ pent s ecrire 

yi du ^ 

yi da 2 j 3 w — p a 


puisj d’apres la deuxieme formule d’addition pour pu (n'* 45), 
on a 


P(w-+-a) = 


I 

4 


/PLiiZl^\ 
\pu~pa / 


~pu 


-pa. 


On a done enfm 


JL ^!Zi 

yi diL^ 


‘ipu-\-pa-~ 
H- i^a -h X H- 


I / p^t^-p^g y 

4 V P«^ — P^? / 

1 £L!izJ^y. 

2 pii — pa ) ' 


Pour qiie le second membre devienne egal k 2 pu-^ on voit 
qa’il suffit de faire 

pa = l, X= — 


Ainsi r^quation ( 20 ) admet la solution 


ri 


<^(u-dr-a) y 
=z — ^ i 


cu 
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a condition qne la constante a soil determinee par I'eqiialion 
('■ii) p« = /- 

Comme 1 equation differentielle ne change pas qiiand on chansie 
u en — u. elle admet egalement la deuxieme soliUion 




1( u — a\ 




qiii s’obtient aussl en changeant le signe de ce qul esL evident 
d’apres Pequation (21) dont le premier niembre est une fonction 
paire de a, 

L’equation de Lame pour n = i admet done Fintegrale generale 




liii -h a) 


C.> 


iL — a\ 


-e“; 


Cj et Co designant deux constantes arbitraires. 


213 . j&quations de M. Picard. — L’equation de Lame rentre 
dans une classe d'equations differentielles lineaires et liomogenes 
qui peuvent etre integrees a Faide des functions a multiplicatears 
constants, comme Fa montre M. Picard [Comptes rendus^ 1880, 
semes tre. 

Soit line equation lineaire d’ordre n de la forme 


dx'^ 


•/«(^) 






o, 


dontles coefficients • • •? //^(^) sont des fonctions 

elliptiques aiix memes periodes 2 to et 2 to'; supposons en outre 
que Ton sache que Fintegrale generale est uniforme en x et n'ad- 
mette pas d’aiitres singularites que des poles a distance finie. 

Dans ces conditions, Fequation est integrable a Faide de fonc- 
tions a multiplicateurs constants. 

Pour le demontrer, supposons Fequation du troisieme ordre 

Le raisonnement que nous allons employer s’appliquera a une 
equation d’un ordre quelconque. 
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Le point cle depart est clans ce fait cjne cfuatre solutions quel- 
conques j/,, jo, rs, J.t de Feqaation dii troisieune ordre (22) sont 
liees par nne relation lineaire et homogene a coefficients constants 
de la forme 

fiiJKi-l- G2JK2-H CsJKsH- 0- 

Soit alors 

cp(^) 

line integrale de I’equation : par lijpotliese, c’est une fonction 
uniforme de x. Comme I’equation different! elle ne change pas 
qiiand on change ^ en cr 2 to, elie admet aussi les integrales 

-f- ato), <p(.a? H- 4u)), j.i, = cp(:}? H- Gw). 

Entre ces qiiatre fonctions a lieu, quel cjiie soit une relation 
de la forme 

(aS) Cl C5(a7)-h C2 o{cc H- aco)-i- G3 cp(a? 4 w)-{- Cj, -4- 6to)= 0. 

En supposant C4 different de zero et divisant par C/, , on a 

(24) Cp(a 7 H- Goj) = Cl o(x)-h C2 H- 2a))”t" C3 cp(ic H- /[to), 

Cl, Co, C3 designant des constantes determinees. Considerons alors 
la fonction 

( 25 ) (^(27) = Xi cp(a 7 )-!- Xo o(x H- 2aL>)-h X3 9(^27 -h 4 co), 

ouX|, Xo, Xv3 sont des constantes arbitraires. Cette fonction est 
une integrale de Fequation : nous allons montrer cjue Fon pent 
determiner les rapports de ces constantes X de telle facon cjue 

(26) <{^(27 -h 2 0)) = 

p. etant une consLante convenablement choisie. En effet cette der- 
niere relation s’^crit, en vertu des precedentes (^^4) et (aS) 

Xj Cp(^ -f- 2Ct>)-i- Xo o(.r-f- 4 co)-l- X3[ci o(ic)- 4 - C2 9(27 H- 2 co)-f- C3 <p(^ -H 4 w)] 
= p.[Xi cp(a 7 )-f- Xo 9(37 ■+• 2w)-j- X3 9(37 -f- 4co)]; 

d’ou, en egalantles coefficients dc 9(^), 4- 2to), cp(^ 4- 4o)), 

/ fxXi — 01X3=0, 

< — Xj H- (1X2 — 02X3 = 0, 


(27) 
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L’eliminadon de Ai, Ao, A3 entre ces equations donne. poor de- 
terminer p-j I’equation dii Iroisieme degre 

(28) — Csa- — — Cl = o. 

Apres que Ton aura pris pour p. une racine de cette equaiioDj 
on tirera des equations (2^) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantiles a^, Ao? ^'3 a la troisieme, et Ton aura aiiisi une 
integrale '^(.2?) telle que 

6(.r -i- = |JL 

En partant maintenant de cette integrale, comme nous sommes 
partis de 'f (*2^)5 on montrera que Ton pent determiner des coeffi- 
cients constants a' , A3 de telle facon que Fintegrale 

F(x)= A^ 6(5?-!- A 3 -i- 4 ^' ) 

verifie une relation de la forme 

F(.'r 2tu'j= \xF(x). 

D’ailleurs cette fonction F(jr) verifie evidemment la relation 
F(x -7- 203 )= u F(ar), 

puisqu’elle est une somme de trois fonctions A qui la verifient se- 
parement. 

On a done demontre que Tequation possede au mains une 
integrale F(^) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette integrale trouvee : alors, conformeinent a la theorie ge- 
nerale des equations lineaires, on fera le changement de fonction 

s etant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction verifie une 
equation du second ordre 

09 

dontles coefficients sont perlodiques, comme formes 

rationnellement avec les fonctions sont dou- 
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blement periodiques el les quotients 

F(x) F"(x) 

F(a?)' F(;r)’ 

qui le sont egalement. En outre, Tintegrale generale y de Tequa- 
tlon donnee etant supposee etre uniforme et n’avoir qiie des poles 
a distance finie, la nouvelle fonction 



possede les memes proprietes. L’equation diflPerentielle en ^ 
possMe done les proprietes caracterisliques des equations de 
M. Picard : elle admet au moins une integrale qui est une fonc- 
tion a multiplicateurs constants. On Tabaissera par le meme pro- 
cede a une equation du premier ordre qui s’integrera par une 
fonction a multiplicateurs constants. 

Remarque. — Nous avons suppose, dans notre raisonnement, 
C/, different de zero. Si C4 etait mil (equation 28), on aurait 

Cl G2 cp (57 -h 2U)) -t- G3 4- 4 0. 

Alors on supposerail C3 different de zero et I’on aurait 

cp(ir ■+• 4'*^) = Cl cp(a7)H- Co ‘2a>); 

on poserait 

Xi cp(a7)-i- }^2 

et on determinerait le rapport^ par la condition 

[A designant une constante. Les conclusions sont done les memes. 

Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d’entrer dans le 
detail des divers cas qui peuvent se presenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Memoires de M. Picard {Journal de Crelle^ t. 90) et 
de M. Floquet (^/z/ia/es rfe 3" serie, 1. 1, i884). 

214. Retour a r^quation. de Lam6. — Prenons comme exemple 
Tequation de Lamd 


I (Py . . - 
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ou 11 est un entier qiie Ton pent toujours siipposer posilif, car 
Tequation ne change pas par le changemerit <Je n en — // — i . II 
resulte des tlieoremes sur les equations lineaires etaljHs par 
M. Fuchs (^) que cette equation a, quel que soil L line inteirralt} 
generale uniforme ne possedant d'aiitres singularites que des pofes 
a distance fioie. On pent done affirnier, d'apres ie iheoivme de 
M. Picard, que eette equation est integrable a Faide des fonclions 
a multiplicateurs constants. \'ovon 5 quels seront les pules de ces 
fonctions et leur ordre de niultiplicite. 

Solt 11 = a \xn pole, d’ordre a, d'une integrale yi on a, «lans le 
voisinage de ce point, 

y = -h Aifzi — A.2( iL — a)- — . . .], 

C, Ai, Ao designant des constantes. On cn conclut 

-L ^ Ai -i- ^ Aoi u — a )-~. . , 

y da a — a i — Aj t a — a j-r-. , . ’ 


on, en developpant le second rapport suivant les puissances de 


u — a, 


I dy 
y da 


T- Ai -i- Bi (' « — a ) . 

a — a 


Differentions par rapport a u; il vient 


I d-y / I a 

y da- \y da] {u — af 


et, en remplacant^ ^ par sa valeiir, 


I d-y a(a-j-i) aaA, 

y da- ~~ {a — a)- a — a 

D’apres Fequation de Lame, ceci doit etre egal a 

n(/z — i)p w -f- A 


Comnie les seuls poles de pit sont o et les points homologues, 
a dolt etre egal a o ou homologue de o. Coinme la partie prin- 


p) Journal de Crelle, t. 66 , p. 12 1. 
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cipale de pu daas le voisinage d’lm de ses poles est 


oa doit avoir 


(w — a)'* 
a(a -t- i) = /^(/^ -1- i), aAj = o. 

La premiere relation exige, puisque a et sont positifs, 


H la seconde 


oL — n 
Ai = 0. 


Ainsi Line integrate quelconque de Tequation de Lame admet, 
comme seals poles, les points hoinologiies de o : tons ces p61es 
sont d’ordre /?. Nous savons d’autre part qne I’eqaatlon de Lame 
adinet an moins une integrate qui est une fonction a mnltipli- 
cateurs constants. D’apres la formide (8) du n® 202, qiii donne 
line fonction a miiltiplicateiirs constants comme le quotient de 
deux produits de fonctions H mettant en evidence les poles et 
les zeros, cette integrate est necessairement de la forme 


7i = 


. ,E(x a.2), . Al(x a^) 

A e''-^ rr — ;; ;; 


oa, avec les notations de M. Weierstrass, 


II reste a determiner les constantes 


Cl I , €1-2 j • • . ) Ct/ij X, 

de fagon que cette fonction verifie Tequalion de Lamd^ c’est ce 
que Ton fera par un calcul analogue a celui que nous avons de- 
veloppe (n° 212) pour le cas simple de =: i . 

L’equation admettra une deuxieme inlegrale, jo d6daite de 
par le changement de ^ en On retrouve ainsi les resultals 

de M. Hermite. 



CHAPITRE ML 

FOXCTIONS A MULTIPLiaATEURS EXPOXEXTIEL5 OU FOXGTIOXS 
DOUBLEMEXT PfilUODIQUES DE TR0I5IEME ESPECE. 


21 o. Definitioii. — M. Hermite a appele fonction doiiblement 
periodique de troisieme espece une fonction uniforme n'ad- 
mettanL d’autres singularites que des poles a distance fmie el 
verifiant deux equations de la forme 

z{x '1 CO I = f ( *2" ), 

0(27 -T- 2 cof)== 'Ji x 


(0 


(ff, h' designant des constantes. Lesfacleurs et 
par lesquels la fonction est multipliee quand Fargument croit 
d’une periode, sont les multiplicaieurs de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont actuellement des exponentielles iineaires en x. 
L’etude de ces fonctions a ete faite par M. Hermite {Comptes 
rendiLS, 1861 et 1862; Journal de Crelle, t. 100 ) : par M. Biehler 
{These de Doctoral, 1879) et parM. Appell {Annales de VEcole 
Norniale, 3 ® serie, t. I, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont fournls immediatement par les fonctions 
o', H, 0 , .... D’une maniere generale, la fonction 


(2) 




— b[)l\(x — b=>) 
H (27 — ai)B.{x — aA 


.Rix — bp) 
. H ( 27 G q ) 


OU le nombre p des fonctions H an niimerateur est different du 
nombre q des memes fonctions au denonilnateur, est une fonction 
doublement periodique de troisieme espece. Nous verrons plus 
loin que, reciproquement, toute fonction doublement periodique 
de troisieme espece pent etre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principales de ces fonctions : rune, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de fonction H, 
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mettant en evidence les zeros et les poles; Fautre, par ime somme 
d’eleinents simples, mettant en evidence les poles et les parties 
principales correspondantes. 

216. SimpMcation des relations que verifie une fonction a mul- 
tiplicatenrs exponentiels. — Soil une fonction cp(^) telle que 

o(a?-T-2a)) = o{x)^ 

-i- 2 0)') = cp(^). 

Posons, en designant par X et [ji des constantes, 

f(^x)=: Cp(a?). 


On peut toujours determiner 1 et ui de fagon qiie f(x) admette la 
periode 2 co, c’est-a-dire ne change pas de valeur qiiand x croit 
de 2 ( 0 . En effet on a 


/( X H- 2 0) ) 

A^) 


~ eOvC0X4-4Xci)»+-2tJLCi)-H-«a:-+-/->^ 


et pour rendre cette exponenlielle dgale a i , il suflit de deter- 
miner A et jji par les deux equations du premier degre 

( 3 ) 4 = -— a, 4 4- 2 tJLtO = — ^ . 


La fonction /(x) verifie alors deux relations de la forme 

\ /(^4-20)) =f{x), 
i /(^ -h 2 0)') = 


A el B designant deux constantes dont la premiere a pour valeui 


A = 4Xto'4- a' - 


wa' — 


Comme la fonctiony (x) admet la periode aco, les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x croit 
de 2 to : on a done 

2Ao) =~2N7i:t, 

N designant un entier positif ou negatif. Les relations (4) s’e- 



/■ X ~ -.U'J . =f\X . 

J X ~ OSj- : — fj J X . 


Si i’enlier X etaiL nal la fonction f x > seraiL line funclion aii\ 
niiiitiplicateiirs conslants i el e^*, ibnctions qne nous veiioris tfr- 
Uiclier. Xoiis r-O' done difierent de zero. Dans ceile 
iiypoiliese, on pent encore simplifier im pen les relafioiis ci- 
dessusy eii prenant conime noiiveile variable 


et posant 


II — X — 


Bw 

\7^ 


// ■ 


Cette fonction F(/;) verilie alors les deux relations 

F ( Z4 -7- ‘2 CO ) = F ( u 

l5) ^ 

( F ( zz — 2oj' ) — e ^ Fi: zz .. 

G'est a cette forme simple qiie nous supposerons loujours qiie fori 
ait ramene les deux relations verifiees par une fonction double- 
ment periodique de troisieme espece. 


217. Exemple du cas N = r. — La fonction 

ZZu i 11(11 

( 6) ^(u)= Hi(zz ) =— Hfw—wj 

' ' Vq Vq 

est une fonction reguliere en tons les points a distance finie ou 
ce que Ton appelle encore une fonction entiere de car elle se 
comporle comme iin polynome en tous les points a distance finie. 
D’apres les proprietes de la fonction Hi, on a 

Hi ( ZZ -r- 2 to ) = — Hi ( ZZ), 

— ' 

Hi (zz -r- 2 0)')= e ^ '’~^^Hi(zz); 

ce sont les formiiles du n'" 76, ou nous ecrivons 2 to et 2 to' au lieu 
de 2 K et 2 fKb II en resulte que la fonction E(zz) verifie les rela- 

A. ET L. 23 



^ 7 ) 


E(z^-f-2to) =E(z^), 
iizit 

E( zz -T- 2 co') = e ^ E(zz), 

relations de la forme (5) ou N = i. Cette fonction entiere E(w) 
est partout finie; elle a les memes zeros qne (?^), a savoir : le 
point zz = w et les points homologiies ; il y a iin et un seul de ces 
zeros dans cliaque parallelogTamme des periodes. 

Nous avons donne pour Hi (u) la serie suivante (p. t i5) 

( 2 / 2 - 1 - 1 )- ( 2 / 2 - 1 - 1)2 71 ?/: 

Hi(iO= ‘ ® 

22 = — 00 

La fonction E(zz) est done donnee par la serie 

'in (/?-f-l)/7T// . 

E(zz)= Q t£> ^ 

n ~ — 00 


Oil encore, en changeant n en n — i, 


E(wj= ^ q" 


1/2—1) p U) 


I. — Dego3iposition en facteurs. Consequences. 

218. Premiere expression d’une fonction donblement p6riodiqiie 
de troisienae espece. — Soit une fonction F(zz.) verifiant les rela- 
tions 

f F(u-h 20)) = F(zz;, 

( 8 ) I __ N / TT 22 

( F(i6-h20j')=z e E(z^), 

ou N est im entier positif on negatif. Si nous elcvons a la puis- 
sance N la fonction E(ii) dii niimero precedent, nous obtiendrons 
une fonction 

E^(u), 

verifiant les deux relations 

N /■ 71 22 

E'''(a-t-2w')= « 
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D’apres cela ie quotient 


tl>, 


F - 


est line foiiction elliptlque. On a en efiet 

a ~ 2 (jJ i = fp-' If . fp ff ~ 20/ , . 

'Cette foiiction ellintiquc- <I> a, dans im parailtjlo_eTainine des pe- 
riodes, aulant de zeros que de pules; on neul i'ecrire I'lF^ -i-O ■ 


u ! = A 


H I'A/’ — /j: i }h f/ — . . . IF r/ — 4 

H 1 U a I ) li li — </. 2 ; . . . ii < u tir ' 


sous la condition 

1 10 ; ffi-h - 2 — . — ar~ bi-^ h.i~ , . b,>. 

De cette premiere expression de la fonclion Fi sous la 
forme 

F { u ) = E^ iF/ i <!>i u)^ 


on conclat immedialement les resultats siiivanls. Xous distingue- 
rons deux cas : F’ Fentier X est positif; 2 '* Fen tier X est negatif. 


219. Cas de A positif. — Si nous posons X = niy m positif, le 
facteur w) est une fonclion ne devenant pas infinie et admettant 
comme zeros d’ordre m le point co et les points homologues. On 
a alors, en remplacant E(« ) par son expression (6), 


111) 


J}1 7Z Tti 

F ( 14 ) = B e 


Ip;; ( II — CO ) H ( 44 — hi ) H ( U — bi). , Al (' u — hj^') 
H ( 44 — a I ) H (■ 44 — a-i ]. . . II ( u — a,. ) 


11 pent sefaire, dans cette expression, que certains des points 
• • • coincident avec co ou soient liomoiogues de co : il j aurait 
alors des reductions evidentes. Mais, dans tons les cas, en 
comptant ciiaque zero et chaque pole avec son degre de mullipli- 
cite, on a le theoreme suivant : 

Si N est e gal a un entier positif la fonction F(«) a, clans 
un par allelo gramme des periodes^ m zeros de plus cpie de 
poles. La somme de ces zeros^ diminuee de la somme de ces 
infiniSy est congrue d men. La premiere partie de ce theoreme 
est evidente d’apres la formule (ii); quant a la deiixieme, la 
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somme des zeros, diminuee de la somme des infmis, est congruea 

7?^Cl) -h Z>o-r-. . .-i- — ^^1 — ^2 • • • 

c’est-a-dire a mto d’apres la relation (lo). 

Reciproqnement, soient a^, . . [3i, po, . . des 

constantes verifiant la relation 


Pi 


• pr+7/i *^1 ■ 


- - 


. a,. — mo), 


la fonction 

F(M)-Be - 11 (J 4 — a,)...Il(a — a;.) 


est line fonction verifiant les relations 

m Tl r/i 

F(zt 4- 2 co) = F(zi)5 F(w-i-2w')=^ F{u), 

comme il resultc des proprietes de la fonction II. 

Fonctioiis entieres admeitant les multiplicateurs \ ete ^ . 
— Quand N est egal a nn entier positif m, nous venons de voir 
que la fonction F a in zeros de plus que de p6les : il pent se faire 
qu’elle n’ait pas de poles du tout : alors c’est une fonction cnticrc 
€(«) ayant dans un parallelograinme m zeros 

Plj p2j • • • ) Pw j 

ces functions particulieres out pour expressions 

(B{u)z= Be 2(0 H(w— Pi) H(?^ — Po). . .II(z^ p,/^), 


avec la condition 

P 1 - 1 - P 2 "+■ • • • P ni “ • 


Onvoit que la fonction entierela plus generale, verifiant les deux 
relations 


/ (6(1^4-20)) =^(zz), 

( 12 ) I _ 772 TT ill 

( (E(za 4- 2 0 )')= e “ ^(w)) 


depend de 772 constantes arbitraires B, : elle est 

determinee, a un facteur constant pres B, quand on connait (m — i) 
de ces zeros. Nous allons montrer que la fonction entiere la plus 
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generale verifiant ies reialions (i •> _: pent s'exrn’irrier en funeiioii 
lineaire et liomogene de m HjiiclioES d-.- veriliaril les mrnic> 
relations. Pour cela, remarqiions que toiiie foDClion enliere acl- 
niettant la periode aw pent elre repiresentee par line serie de !a 
forme 


€ i' u - — 


n — ~x 


y Xn 



n T. H; 


e , 


dont cliaqiie terme admet la ptudode aoj. En de5i;?nanl loiijoiirs 

■rrm’/ 

par q la quantile e ^ , on a 

(B ( ii — 2 oj' ) = A M g - e ^ , 




y-v. 


D’apres la seconde des relations (12} ces deux series doivent etre 
identiques. En egalant dans ces series ies coefficients des memes 

T. in 

puissances de e ^ , on a 

(14) (> = 0, =:i,=2, . . . 

D’apres cette relation unique entre les coefficients, on voit que 
I’on pent prendre arbitraireinent Aq, Aj, . . A/yi_i et determiner 
ensiiite tous les coefficients. 

Ainsi en faisant successivement 71 = 0, ji = /??, ti ~ 2ni. . . . , 
71 = (^v — 1)771, on a 

A^=Aoj A-2rri~ Afriq^^^'i •••; Ay^,^ = A^v— 1)/« 

d’ou, en multipliant, 

(lO) Av^=: 

en faisant de meme, dans (i 4 ), /z=— -772, 7 i=— 277 i, ...5 
71 =— p.772 et mullipliant, on verifiera que la formule (i 5 ) subsiste 
pour V negatif. Tous les coefficients Av/^^ sont ainsi exprimes a 
I’aide de Aq* Par un calcul semblable on exprime tous les coeffi- 
cients Avm+i en fonction de A<, Avm+2 en fonctlon de Ao, 
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Avw+ 77 ^_^ en fonction de On trouve 

Avm + 1= Ai^V(V-l)m+2V^ 

J 

Av//i-t-p= 



\ ^ — A , - 7 V{v— l)m-+-2(/«— iJv 

En portant ces valeiirs dans le developpement de la fonction en- 
tiere on troave qidil prend la forme suivante 


(^(u) — Ao Eo(ii)+ Ai Ei(z^)h-. . .-7- Ap Ep( A/n~i {u)y 


ou Eo^ El, ... designent les fonctions entieres suivantes 


(i6) 


E«(^0= 2 ^ 


'V[v—l)ni(> 0) 


V = — 00 

. V=-f-eo 


Ei(!i) = e“ ^ q 

V = — 00 


V(V-l)/rt4-2V e 0) 


Ep(l4) 


^ V m % in 

g O) ^ ^V(V— l)mH-2pVg w ^ 

V r=— 00 


Ainsi, commenous I’avons dit, la fonction enticrc la pins gene- 

m-TZ It i 

rale admettant les niulliplicateurs i el e ^ est line fonction 
lin^aire et homogene de m fonctions speciales Eo, E, , . . E„,_,. 
L’expression de cette fonction contient constantes arbitraires 
Aq, A|, Am_i dont on pent determiner les I’apports de fagon 
que la fonction €{ii) admette to — i zeros [3,, [3., j3„,.,, 

donnes a I’avance. Ces fonctions Ep s’expriment toutes a I’aide de 
la premiere ; on a evidemment 

E^{u)=:e ~ Eo 

D’ailleurs la fonction Eo s’exprime aisement par une fonction 
de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(z^) constriiite plus 



FOXGTIOXS A MULTIPLICATEURS E A ? 0 XE XT I E L S. 

haul (n“ 217) avec les periodes aw el aw’ 


E(^^ j to, 0 / 



1 

vV 


TTJff 

e H 


1 ; w . to, (o' 


oil nous niettoiis en evidence les periodes avani servi a construire 
la fonction Hi, Si dans cette formule on clian 2 :e ca en a ~ e 

'' ni ^ 

se cliang'e en el la serie du second membre devient precise- 
menfc Eo(z^). On a done 


Eo!'w)=E(z£ — , to' ) = -r-^4=r e llAu — 

.. . I \ , ni / 


220. Gas de N negatif. • — Siipposons maintenant IS negalif, e[ 
posons 

X = — m , 

oil m est un enlier positif. Lesfonctions a etudier sont alors lelles 
que 

F( -7- 2to) = F( u), 

7)7 IZ )ti. 

F(z^ -T- 2(o') = e “ Fui). 

On conclut immediate nient de ces relations 

I I 


F(z^-i-2(oj F(fij 

^ jn'iz in 


■ e 


L’inverse 


F(w-i-2a)'; "" F {u) 

^ de la fonction a etudier est done line fonction 


F{u) 


aux multiplicateurs i et e ^ (m positif), e’est-a-dire ime des 
onctions du numero precedent. L’inverse pent done s'ecrire 




F(zO 


ii( w — . .Ill zz - 



avec la condllion 


0 0 


■ 2,.+,,,— ai — a, — . . . — O';— mb). 


La fonction F{u) a done pour expression generale 
F(«)_Ce - — p,.4-,») 


Elle a, dans un parallelogramme des periodes, m. poles de plus 
que de zeros, et la difference entre la somme de ces poles et de ces 
zeros est congrue a 7nb). 

II ne pent done pas exisler de fonctions aiix miilLiplicatenrs i 

7)7 7: 1 li 

el e ^ , n’ajant pas de poles. Mais il en existe qui n’ont pas de 
zeros: ce sont les inverses — des fonctions sans poles du nu- 
mero precedent. 


11. — Decomposition en elements simples. 


221. Etude de Felement simple. — Designons par x et y deux 
variables independantes, par ni im entier positif, ct considerons 
la fonction de ^ et jk definie par la serie 


(‘ 7 ) 




2 CO 


2 


Tn77'!Zyi 

e ^ gmnin-l) cot — (a? — V — 2 71 Co') 
2 to ^ 


Oil bien 

(i8) 




TT i 
2CjO 



7/jn Tiyi 

Q o) gmn[n—\) 


77 — — 00 


7T:(.r-.y)i 

e 0) _j_ ^2// 

Ttt-t- -y )4 

e ^ — 7“^^' 


Cette serie est convergente pour toiiLes les valeui's de ^ etjK 
Texception de celles qui verifientla condition 

X — jK = 27100 -h to' ( 71 Ct 7i' entiers), 


et pour lesqiielles un des termes de la serie devient infini. 

Si Pon considere x comme une constante et y comine valuable, 
la fonction y) est une fonction imiforme de y n’ayant a 

distance finie d’autres points singuHers que des poles da premier 


jb I 


FOXCTIO.XS A M L'LTIPUCATEURS E XPOX E XT i E LS. 

ordre. a savoir les points 

y = X — 2 71 to — on' to ' : 

!e residu relatif aa pole = est — i, car le seiii lerme de ia 
serie qiii devieiil infini pour = est 


cot — ( jr — 1' . 

‘2 to 2 OJ 


Cette fonction verifie les deux relations siiivanlcs, qiii s'elabiissent 
aisenient : 




( 7jn < ^ ql(jj I — y * x,y .. 

j m 7:yt 

( 7 m 5, a:, J' 2 to' ) — e w y , . 


Cette fonction de la variable adinet done les nuTltiplicateurs 

?n t: ri 

I et e ^ : elle a dans iin parallelogramnie (m — i) zeros et im 

pole homologue de x. 

Si Ton considere, an conlraire, r comme ime constaiile et x 
comme variable, il se presente des cireonslances entierement 
differentes. La fonction y/^Cr, r) est alors une fonction iiniforme 
de X n’ajant a distance finie d’aiitres points singiiliers que des 
poles du premier ordre, a savoir les points 

^ ~ 2 /I to 2 /i' to' ; 


le residu de cette fonction relatif an pole x = r est egal a — i. 
Elle verifie d’abord la relation evldente 


(20) "irnix -T- 2t0, y) 3= yjn{x, y), 

puis r equation 

I m'izxi 

j ym {x y ')—e ^ ym i^.y) 

m 

— i I"*— 

— — e “ EiO)— 

to 

(m — p]'i:xi 

--e “ E,(7)-... 

to 

r- ' 

— — e “ E„,_i( 7), 
to 



( 21 ) 
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ou les m fonctioas Eo, E,, . . sont celles qoi ont ete de- 
finies plus haul 219 ). 

Pour demontrer cette relation fondamentale (21), remarquons 
quela serie (18) nous donne 





'Ki.T—y]i 


mn 'jzyi 

Q (A) qjmi\n~-\) 


'K[.r—y)l 

g o) _ q^iU-i) 


ou, en cliangeant /^ en /z -H i , 


iz(x—y)i. 


min-hDTZyi e ^ -h <7 

+ y) = ~ 2 e <*> “ 


q-in 


Si nous formons alors la difference 


7?l TT Xi 

yjn{0} ->r , y)— e “ yjn{x,y), 

nous obtenons une serie qui pent s’ecrire 


( 24 ) 


2 C0 ^ 


m{n-A-i iTT vi 


-fniniii’-i) 




t — Li 


en posant, pour un moment, 

( 23 ) e “ = t, 

En efFectuant la division, on a 

( f -L. 7 / V 7 / W fm\ 

^ ^ 1 ( ^77i _ 1 _ 2 pn-l 2 ... -I- -2 -h ) , 


et en substituant dans la serie (22) on voit que cctte serie sc pai'- 
tage en (m -f- i) series. 

La premiere de ces series est 



77 Z f 77 + 1 ) TZyi 

Q o> q7nn{n—i) pn 


c*est-a-dire, d’apres la valeur de 

. - /I irz—f" 00 

^ • in^xi mnizri 

^ I — : r~ ^ — 

2i ^ ^ 


'i7i7i[ri—\) 
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ou enfin 

^ - 777 71. ri 

— — e “ Eoi’r';. 

2(0 - ■ 

La deuxieme de ces S(irie3 est de meme 

777 77 ~ 1 r: vi 

— ^ e UJ qm.'zia—V: inz—1 


c’est-a-dire 


ou enfin 


— i ^ ^ ^ tnn TZyi 

e e ^ ^ e 


777 —1 TZ Ti 


E.Jvj 


xAinsi de suite. La (p ~ de ces series est 


. (m — SrTr.fi 7.7Zvi 


-e ^ e X e ^ i ~ 2 .vs 

CO ^ ^ 


OU 


'777 — 0 TZ xi 


L. e CO Erjy). 

CO ‘ 

La derniere ou (m -- de ces series est 

e ^ ^777;7in— iJ-f- 2 /zm^ 


2C0 ^ 


c’est-a-dire 

ou enfin 


2C0 


777 ( /Z -f- 1 j ~ vi 

g CO ^ 7/777 (77 -hi} ^ 


- — E„(j^), 
2(0 ' 


comme on le voit en cliangeant, dans la derniere n en n — i . 
Ce caicul demon tre la formule ( 21 ). 

On a ainsi les proprietes fondamentales de I’element simple 

X77i(^j y)- 


222. Becomposition ©n elements simples dans le cas od N est ne- 
gatif, IN = — 7n. — ■ Soil F(z^) une fonction aux multiplicateurs i 

777 TT Ul 

el e ^ ^ m etant positif. Une telle fonction possede an molns m 
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poles dans un parallelogramme des pmodes. Supposons qu’elie 
ait r poles simples (r^m) homologues des points 

a, b, I 


et que les residiis aux points , Z soient 

A, B, L. 


Ces poles et les residiis correspondants sont lies par m relations 
qiril est aise de former. 

Relations entre les poles et les residus. — Considei'ons nne 
des in fonctions entieres Ep(?/.) du 219 qui admettent les mul- 

vi TC id 

tiplicateurs i et e P . Le produit 

<j>(w)= F(z^)Ep(iO 


est line fonction elliptiqiie aiix periodes ato et 210^ En elTet, les 
deux facteurs admettent separenient la periode 20) ct, quand u 

m Tt id 

croit de 2 le premier facteiir est multiplie par e , le deuxieme 

m 71 id 

par e “ et le produit ne change pas. Cette fonction elliptiqiie 
a les m^mes p 61 es queF(?^), car le facteur Ep(?^) n’a pas de poles. 
Le residu de an pole u = a est AEp(a), car on a, an voisi- 
nage de u = a^ 

V(u)= h fonction rec:uliere, 

^ u—a ^ ’ 

Ep (2^)= Ep(^x) —1— ( u — Cl ) Ep ( ) ~i~ ... 7 


d’ou, en multipliant, 
^{u) = 


A Ep(a) 
u — a 


fonction r^gulicre. 


Les residus de relatifs aux auires poles sont de meme 

BEp(6), . . ., LEp(Z). La somme des residus d’une fonction ellip- 
lique etant nullcj on a la relation 

^^ 4 ) A Ep(<2 ) H- B Ep ) -f- . . . -f- L Ep ( /) = o. 

En attribuant a I’indice p les m xaleurs 0, 1,2, » . . ^ m — i 
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(ri° 219;, on oblient ainsi m relations necessaires entre les pble> 
et ies resicliis de F*’ . 

Decomposition en elements simples. — Coosideroos la diffe- 
rence 

(25) Fi'ti <— A -/nr- u, a —B y >n\ti. b) — . . . — L / ; 

nous allons montrer qiie cetle difference W esl identiqiiement 
niille. Tout d'abord Ja fonction TidFy ainsi conslruile adoiei Ies 

m t: id 

multiplicateurs i et e : on a evidemmenl 

W ( u ~ 2 w I = Ts U 

car chaque terme du second membre admeL ia periode -Atj; voyons 
ce que devient ie second membre quand ii croit de 2 to' : on a 
d'abord 

m ' t: }d 

F < u — 'I oj' i — e ^ Ft ii 1 = 0 , 

puis 

7w t: lit 

ym ( 2 Q)', a ) — e ^ yjn t ii,a) 

. / m t: in ' . m—i ‘TZ id . TZui 

= ^ jE^iai — — e ™ e “ , 

2 0) ^ to O) 

mTZui 

h)—e ^ yjnijh 

. / mTZ id \ . im — 1 1 TT id . 7: id 

=_ Ai ( I e~^ J Eo {b)— — e “ E, ( e “ E«_, i Z> i. 

^ ^ ^ 0 } to 


comme il resiilte de la relation fondamentale ( 21 ) dans laqiielie 
on remplace a: par u et y par a, ou Z?, . . ou 1. D’apres cela la 
difference 

m "TZ id 

W{u) — e ^ ^B{u) 

peut s’ecrire 


2t0 


^ ;[AEo(a)-hBEo(6) + ...-r-LEo(r;], 


_ . {in — I) TC 77 / 

S [AE,(a)-r-BE,(6)H-...4-LEi(;;], 

Cl) 


. Tr ni 

_ !2 [ A E,„_i ( a ) -I- B E,„_i ( 6 ) ^ . . . -i- L E,„_i ( 0] ; 
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cette difference est done nulle, puisque cliacnne des sommes entre 
crochets est nulle en vertu des relations ( 24 ) entre les poles et les 
residus. Ainsi la fonction W(t^) verifie les deux relations 

I W{u-hiu>) = 

( 26 ) I 7 /^ TZ Hi 

( -h 2 w') ” e W{u). 

De plus cette fonction ¥ est finie en tons les points a distance 
finie; elle n’a plus de poles. Par exeniple, dans le voisinage de 
ii — a ^ on a 

F(zO= — — h fonction re£?ulicro, 

^ ' li — a 

7m(w, «)= — h fonction rcffulicrc, 

^ ' a — a 

etles autres fonctions - • • •> 1) ^^ont regulieres au 

point a : dans la coinbinaison clonnant --- — disparait, 

et est regiiliere au point a. Elle Pest cgalement aax points 

Z), I et aiix points hoinolognes. En rcsinne, W {ii) est unc fonc- 
tion sans poles verifiant les relations {‘S)^ Mais nous avons vu 
qu’il n’existe pas de fonctions sans poles verifiant ccs rela- 
tions (n° 220) : done W(?/) est idenliquement nulle et Ton a la 
formule 

( 27 ) F ( zz ) = A ( z^j a)-\- B y ,n (u, ) -1- . . . H- 1 j y /n ( u, I ), 

qui est la formule de decomposition cliercliee, mettant en evidence 
les poles deF(?z), a,b, / et les residus A, B, L. 

Reciproquement, si a, I sent des points arbitraircs, non 

homologues deux a deux, et A, B, . . L des constantes verifiant 
les relations (24), I’expression (27) definit unc fonction aux 

m Tc ui 

multiplicateurs i et e admettant comme poles simples les 
points a, b, I avecles residus A, B, .... L, et Icurs liomologues. 

Remarque, — On obtiendrait cette meme formule de decom- 
position en considerant le produit 

n(p) = F(p)x(w,p), 

comme une fonction de p. Ce produit n(p) est une fonction ellip- 



FOXCTIONS A MULTIPLICATEUnS E X P O X E X T I E L S. 

liqiie aux periodes 20 ) et 2 i-j\ car les foncli^jiis ‘ie i\ F r = cl 
r) ont des mElliplicaleEPs inverses: celle fonclion H i- ^ 
admet comme pules ies points homolo^nes de 

V — i' — /j, — /. e r-t £/. 

avec ies residas respeclifs 

A ( n , « B ( It, h \ L yjn ^ u, I — F u : 

I’expression da dernier de cesresidus resuhe de ce qiie //. i' . 
regarde comme fonction de r, admel le pule simple i' ~ ii avec le 
residii — i (n° En ecrivant qiie la somme des residiis de la 

fonction elliptiquCj relatifs aux poles non homologues, est nulle. 
on a immediatemenl la formule de decomposilion * . 

Cas des poles multiples, — .Nous avons ecril la formide de 
decomposition et les relations cntre les pules et les residus dans 
le cas des poles simples. Si les pules sont multiples ces formules 
oe generalisent, comme celles qiie nous avons doiinees * n " 26 
et 207) pour les functions ellipliques et ies fonctions a iiiulliplica- 
reurs constants. Bornons-nous a ecrlre ces formules. Supposons 

in 7: ui 

que la fonction F(z^.) aux multiplicateurs 1 etc “ admette Ies 
poles a, .... I avec les parties prlncipales 

A Aj ^ A^-t ^ 

u — a ' {ic — a)- ‘ * * * "^ (p/. — « 

B B, ^ Bp-i 

u — b { u — by- ( II — b )P 


on aura la formule 


F(..) 




, a)-i- A, 


d 7 m ( u, a ) ^ A 2 d- jm ( tf . a ) 
da ‘ 1 . 2 da- 

Ag-i d'^-^ Jjn ( ly a) 


1 . 2 . . . ( a — I j 


da^- 


(ly j 


la somme etant etendue a tons les poles. En outre, les relations 
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enlre les poles etles coefficients des parties principales sont 


2 [^Ep(a)- 


■A, 


cZEp(a) Ao cZ-Ep(a) 

da 1 . ‘>. da'’- 




1.2... (a — I) 

oil Ton fait successivement p = 0, 1,2, — i). 


223. Exemple. — Soit 


Cette fonction verifie les relations 


cp(:r -4- 2co) =0(07)5 

2 7t i / , to \ 

( .r-t-(o'— ~ } . 

Cp{07 2C0'j = e A “/Cp(.^• ). 


Si done on fait, pour im moment, 


, to 

07 -H to n= U, 

E.(z{ — co'+^) = F(ii), 


cette fonction F verifie les deux equations 

2 TT (tr 

F(z^ -f- 2to) = F(t^), F(i£ -h 2 to') = e ^ F(?/). 

Pour cette fonction F le nombre entier designe par m est don 
La fonction adinet dans un parailelogrammc des peril 

les deux poles simples 0 et (o avecles residus respectlfs rrr- — ^-7 
^ ^ ^ 11 ( o ) il 

et — Comme u est %al a it + co'— la fonc 


7 I 

b =z to'H , 

2 




F(^^) admet les deux poles 


a = (ji } 

2 


avec les memes residus 
A 




FOXCTIOXS A ^irLriPLUIATKL'Iii F X P : X A X I' 1 1 : L j'F s 

On a done la i^:.rfiude de ; -•■x-' dll:- x 

F ii ~ A y. i'. X iJ tj . 

d'oLi, cn revenan: k la variaLie .x el rexxxi.x-ex: A. D. b i.3ar 
leiirs vale 11 rs 

H'i'o's li, i'o ) f . vj 

Si 1 ' Oil mel pour ces iooclions 'jj. les series servani de deiinilion, 
on a 


Hd’oj Hjfo') 

n = ~ M 

— y I |.v q' 2 ti:- cot — ^ x — ‘inuj . — cot — ' x — x — 2 w’ < . 

2 to j_ 2 to 2 t«j ' J 

;i =: — X 

La secoiide colanii'enle esl eaaie a — lane:— dr — 2/20/ : on a 

2 to • • ■ 

done enfin, eii rdduisant, 

li'(o ) Hj To) 

Hur j 11 'jxj 


A T 




•^x - 


On etablira de meme, a litre d'exercice, la formule 


ir(:o)!ii(Q) 

e{x)Qi{x) 






cot - 
to 


— i 2/1 1,1 Co']. 


M. Hermite a niontre Fimporlance qiie presentent les developpe- 
ments de ce genre pour les applications a FArit !iinctique. 


224. Formule de decomposition dans le cas de N positif. IS = m. 

m 7: in 

— SoitF(t/) one fonction aiix innUiplicalciirs i et e ^ . Sup- 
posons que cetle fonction admette les pdies simples b, I 
non deux a deux liomologiies, avec les residiis A, B, . . L. L’ex- 
pression 

( zi ) = F ( j -{- A yjn -f- B y^n ( ^, u')-^ . . . -r- L yjji ( u ) 

est une fonction aux monies multiplicaleiirs, 77 iais n'ayant phis 
A. ET L. 24 
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de poles. En effet, chaciine des fonclions F(?<), ym{a, ii), .... 

?17 TL lli 

u) admel les multi'plicateurs i et e " (n" 221 ). Ea outre, 

dans le voisinage de u = a par exemple, on a 

F('w)= — 1- fonction regulierc, 

^ u ■— a 

y,„(a, it) = ! f- fonction rcp^ulicrc, 

el les autres fonclions «)> ") regulicres. 

Dans la combinaison donnant li", — disparait. Lc mcmc fail sc 
produit en tons les poles de F(k)- fonction Mi" (;/.), adinellanl 

in TC id 

les multiplicateurs i et e et etaiit partoat linicj cst unc des 
fonctions entieres (dudiccs an n'' 219. FJlc est done de la 

forme 

Xq Eq ( ) H- El ( . . .-'i- Vjdi—i ( U ) , 

ou Xoj •••? sont des constantes determinees. On a alors 
la formule 


(^^8) 


( k-ini{a, u)—\^yjn{h, it)~. . . — Lxm(^ 

\ -+- Xq Eo(zf)-!- Xi . .H- Xy/i-i Iii//,—! ( w) . 


On pourra determiner les coefficients )v«-i cn attri- 

buant m valeurs numeriqiies a la variable n.. Pour nnc elude 
plus detaillee de ce point, nous renverrons aux [Meinoires de 
M. AppelL 

Dans le cas des poles multiples, chaque terme do cette formule 
doit etre remplace par une somme telle quo 


— kyj;i{a, u) — A.i 


dyniia, u) 
da 


A9 d'^ yniiff, u) 
1.1 da- 


Aa-i d<^-^ Xm(a, u) 
i.a...(a — i) da^—^ 


Dans ces formules il n’y a aiicune relation n6cessairc entre les 
p61es et les parties principales correspondantes. A.insi, quels que 
soient les points a, b, ..., Reties constantes A, B, L, )^o, •••) 
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la fonction dt-fioiepar la formule ridrne! le:* iiiiilliplipj- 
leiirs I et e . 

223. Resume. — On voil qiie le ineme dldnieril sinipley ,.; j\ y ■ 
|'>eiU etre employi* pour la decomposition des foiictions F' // ^ a 

liiultipiicateiirs i et , qiie rs soil posiiif o» nayalit'. Ouand 
■est negatif, N — — m. c'esl x qui est la varialile u el r qoi eoYo- 
cide siiccessivement avec les pules. Ouarid N est posilif. X = ///. 
c'esl r qni est la variable u et x qui coincide suceessivement avet: 
les pules. 
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I. — Generalitks. 

226 . Periodes equivalentes. — Solent 2(o et oF unc paire do 
periodes primitives d’line fonctlon elliptiquc. Posoiis 

^ = (10)' 6 to, 

I tOi = cto' - 1 - cZto, 

a, c, d designant quatre nombres critlcrs posilirs, negatifs on 
niilsj tels qiie 

ad — = zh I . 

En resolvant alors les equations (i) par rapport a o) ct o/, on 
trouve pour to et oF des fonctions lineaircs ct lioniogeiN^s a coeffi- 
cients enliers de co^ et o)' : par excmplc, si ad — be : ~ i , on a 

I tO^=: ^(o'l — 6(Oi, 

(2t) 

( CO = — cto^ -h atoj. 

On dit que 2co et 2to^d’une part, 2t0i et 2to'^ d’aiUre pari sent des 
sjslemes de periodes equwalenies, Unc fonctlon adincltanl les 
periodes 203 et admet egalement !es periodes 20)1 cl 20/^ ct 
reciproquenient. En effet, si unc fonctlon ¥ [u) adinet les pe- 
riodes 2to et 2co^, on a 

F ( 4 ~ 2 a to' H- 2 5 to ) = F ( ), 

F ( H- 2 c to' -h 2 tito ) — F ( zz, ) ; 

done 

F ( z^ H- 2 to'i ) = F ( w ), 

F(z^- 4 - 2 toO = F(zz) 

etlafonction admet les periodes 20)4 et 2to'^. La reciproqnc sc do- 
montre de la m erne fa^on en partant des relations teJles que (2). 
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Si line fonction F admetle? periodo:: 2 coi el reu'. mh ;3 
F I — Zldoij'. — 2 6 — F • ;£ . 

F ^ — Zic f.’j\ — ^a-jji : = u : 

done 

F u — 2 '-j' = F ■' P’ . 

F i It — i L'j ') = F w/ u 


227. Rapport des periodes. 
rapport des periodes 


Xous avons suppose qoe. dans !e 


le coefficient de i'est positif. Xous aliens demonlrer que. dans !e 
rapport 



des periodes eciuiTrderFe.^. le coefficient de i esl encore positif si 

ad — be — -T- 1: 


il serait an contraire negatif si Ton prenait 

ad — be = — i. 

En effet, soit 

to = a -i- 3 d 

to' = a'-T- 3' i; 

on a 

to' _ (a'— 8'z')(a — 3?i 

CO CC- — o - 


le coefficient de i est done du signe de 

ap' — p3c'. 

Soient maintenant 

(Oi = ai-s- Pi ?, toi = aj -f- Pi z ; 
les relations (i) donnent 

ai = aa'-i-6a, cci= C7.' -i- da. 

Pi=cP'H-z/p. 

On voit que 

cci Pi — pi ai =(a3'- ^a^){acl — bc\ 
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et si Ton prend ad — 6c ~ i , 

aP'— pa'; 

done le coefficient de dans 

toi h <jo __ ai ~b~ h 

^ coi c to' H“ d oj c T -h- d 

a egalement le signe 

Si Ton avait ad — bc ~ — i, le cocfficienl de i dans ti serai I 
negatif. 

228. Reseaux de parallelogrammes fornai^s avec les periodes 
equivalentes. — Prenons les expressions 

w = 12 7n to -h 2 /I to', «’ 1 = % nil Wi i>. n i to \ , 

dans lesquelles m et /i, nii ct /?,, preiment Louies les valcurs cn- 
tieres positives, negatives ou niillcs. Les points n’ ferment les 
sommets du reseau des parallelogramines c onstruits avec les pe~ 
riodes a to et 2 to^; les points O’l, les somme ts du reseau analogiit^ 
construit avec a to, et aco',. Nous aliens innontrcr (|uc ces deux 
reseaux ont les jyiemes sommets, e’est-a-diro que les quantiles (v, 
sont, a Fordre pres, identiques aux quantile s 

En effet, chacune des quantiles fv, fait partic de la suite des 
quantiles ep, comme on le voit, en remplacanl, dans tvj, to^ ct of, 
par leurs valeurs (i) en fonction de to et of. Inversemcnt, comme 
ad — he =± I chacune des qnantites iv fait partic do la suite des 
quantiles , comme on le voit, en remplat^ant, dans (p, o) et to' 
par leurs valeurs (a). Done, si Ton suppose ad — be i les 
quantiles w sont, a Fordre pres, les menies quo les quantiles (V’i . 
Les deux reseaux ont les meines sommets. 

On pent remarquer, en outre, que les parallelogrammes du 
premier reseau (a to, 2 to') sont equivalents <i/i surface a ceux du 
second (a(o^, ato'J. En effel, les trois points 

o, 2 ( 0 , a(o' 

sont les sommets d’un triangle qiii est la moitie d’un parallelo- 
gramme des periodes ato et atoh Si Ton fait 

(0 = aH-ip, (o' = 
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la moilie de Taire de ce triangle est 


Si I’on fait de meme 


as — sx /. 


tu! = ai— zS-. w'. 


la moitie de i'aire du triangle de sommets 


es t 


O, -loji 


Or nous venons de voir 227 | que ces deux tyaanfitds aV — ia’ 
et aL^^\ — ont meme valeur absolue. Le tlieoreme esl done de- 
ni on tre. 


IL — Notation de Weierstrass. 


229. Formes en nombre iniiiii de la fonction s". — Considerons 
le produit doiiblement infini a I'aide diiqiiel nous avons deilni la 
fonction (du 

, f n I «- 


(V = 2 ?7l CO -i- 2 /1 0) , 


m = / 

/z = i 


0. ZZ 1. 


et soient 201^5 2 des periodes equivalentes a 2 to, 2 to': les quan- 
tiles 

nil = ) 


COi — ‘2/liCOi, 




O, ZZl, = 2 


sont les memes, a Tordre pres, que les quantites tv; le produit 

est done compose des memes facteurs que le produit precedent, 
ou, en precisant, tout facteur de I’un des produits est aussi un 
facteur de Fautre produit. On sail que 1 ordre des facteurs n inter- 
vient pas ; on a done 


n 


, n 1 ti‘ 
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00, eii designant par d(^u [ co, co'), la fonction d dont les zeros sont 

2 -h 0.7ZCO', 

(^{u I w, w') = (J (m I tOi, 0)1 ), 

sous la seiile coiidiLion cfnc les periodes 9. tOi, to' soul; eqiiiva- 
lent.es aiix periodes 2ci) et 30/. 

Ainsi la fonction d ne cliange pas cpiand on reinplacc la paire 
de periodes primitives, qni a servi a la consirnirc, par Ionic antre 
paire de periodes eqoivalentes. II cn cst do memo, evidemmenfc, 
des fonctions ^ et p qni se dednisent (10 0* par dos diOVn'onliatioiis. 
C’est ce que Ton voit aussi en partant dos s(‘rios cpii delinissenl 
w') cL p(z/. I w, Qiiand, dans cos S(‘r!es, oss romplac(! 
2 CO et 2co^ par les periodes equivalentes 3(0| et olios no 

cliangent pas, car les termes qtii les composent no font quo 
changer de places. 


230 . Invariants. Invariant absoln J. — Les invariants 


5^2 = 


22. 



T 



5.7 


i: 


T 

— 7 . J 

(V>'> 


w ~ 2 7?ZC0 H- 2 71 (o' 


ne cliangent pas de valeurs quand on rcmplace les poriodcs aco 
et 2 co' par des periodes equivalentes 2 coj et 2 to' . Gc fait cst dviclent, 
d’apres ce que nous venous de voir, car la substitution do co^ 
et to', a CO et to^, dans les deux series, ne fait que changer Tordre 
des termes. 

La quantile cst homogene et du degre — 4 p»iJ‘ ra])porl a ci) 
et co^; homogene et do degrd — 6 par rapport a to ct to'. On 
pent mettre ce fait en evidence, en ecrivant 


Alois 


Le discriminant 


CV C0(2 7?n- 2 /it), 

to 




^3 = 



I 

( 2 // i - 1 - 2 /iT)'''^ 
I 

{'Xf7l - 1 - 2n'zj^' 


A = — 27^1 


est homogene et du degre — 1 2 par rapport a to et to'. 



Nous allons former line combinaison de el. . lioinos-^’-ee 
de degre o en co el to' : celte combinaison ne ddpendra eh,is cpr;* 
dll rapporl des periodes t. Pour cela considerons, avec M. Kir-io. 
la quantile 


J = 


A 



Celle quantile Jj etant le quotient de deux fonclions liomog?}nes 
de degres — 12 de to et to', est du degre o. Elie ne dcojend plus 
qiie dll rapport t des periodes. Nous iiiellrons en evidence celle 
variable unique t dont depend J, en ecrivant celle quantile J sous 
la forme 


On peut appeler celte fonction J^t) V inmriant absolu des fonc- 
tions elliptiques aux periodes 20 ) et aw'. Nous avons deja re- 

marque au n° 36 que ^ est une fonclion du seiil rapport des 
periodes : avec la notation de M. Klein, on a 



in. — FoXCTION MODUL-VIRE. GrOUPE MODULAIRE. 


231. Propriete fondamentale de la fonction J(v). — Comme les 
invariants go et g^ ne changent pas quand on remplace 2 W et 2 w' 
par deux periodes eqiiivalentes quelconques 

toi = aw' 4 - 6 CO, 

(Oi = c w' -T- <5?to, ad — bc = :~:i. 


il en est de menie de J. Or, quand on fait cette substitution, le 
rapport 



devient 


On a done 



a'z b 
c'z -+• d 


J (Ti) — J(v), 


on encore 


cb'z b 
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Z>, c, d designant qiiatre entlers quelconqiies tels que 

ad — be I. 

La fonction J(':) presenie done cette propriete remarqiiable 
de ne pas clianger de valeur, quand on remplace t par 
6, c, Jetant des entiers assiijettis a la scale condition 

ad — be =± 1 . 


C’est k plas simple des fonctions modidaires, Elle nous offre le 
type d’un nouveau genre de fonctions, comprenant les fonctions 
modulaires, dontle premier exemple a ele donne par M. Hcrmite, 
a propos de ses recherclies sur la resolution de Tequation du 
cinquieme degre, et dont les proprietes generales ont etc prlnci- 
palement etudiees par M. Klein (Voyez Vorlesiuigen iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfanctionen^ ausgearbeitet von 
D" Robert Fricke, Leipzig, Teubner; 1890). Ges fonctions sont 
d’ailleurs un cas tres particulier des fonctions fuchsiennes et 
kleineennes dont la theorie a ele creee par M. Poincare (^Acta 
Mathematical 1. 1 ). 


232 . La fonction J est paire. — Dans la relation fondamen- 
tale (4)5 on pent prendre par exemple a = d— — i, b-~='-o, 
c = o. On a alors 

J(— t) = J (t). 


Gela resuite d’ailleurs evideinment de ce qne les invariant ^>0 et 
ne cliangent pas, quand on change I’une des periodes co on de 
signe, 

D’apres cette propriete, on pent toujours supposer que les 
quatre entiers verifient la relation 


car on a 


ad — 6c = -H I, 


\ c 'C — t- d j 


= J 


— ax — h\ 
~~cx^(f )’ 


on pent done toujours changer a volonte le signe des entiers a et b 
et par consequent celui de ad — he. Dans tout ce qui suit nous 
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nons limiterons en consequence au cas de 

ad — he 

Nous supposerons lapartie imaginaire de t posithe: celle de 

_ ciz ~b 
^ cz~d 

est alors egalement positive (n® 227). 

233. Remarques sur les substitutions lineaires. — Soil 

_ az~h 
c- -t- d ’ 

on dit qiie I’on obtient en faisant sur t la substitution lineaire 

a'z -e h 


( 5 ) 




CZ -f" cl 


Substitution in^^erse, — En resolvant par rapport a t la rela- 
tion (5), on a line autre substitution 


(6) 


CTi — a 


que I’on appelle substitution inverse de S et que Ton designe pour 
cette raison par S~^. On a alors 

T = S-l'Ui. 


Produit de deux ou plusieurs substitutions. — Soil une 
autre substitution formee avec d’autres coefficients b'\ c\ d . 
Posons 


et chercbons la relation entre To et t; nous aurons, en remplacant 
Zi par sa valeur St, 

a'inz-^ b)-^ b'{cz d) 

c' [etz -r- b)-^ d'{cz -h- d) 

Cette nouvelle substitution lineaire to = dont les coeffi- 
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A = aa' -h cb', B = ba' db\ 

Q, — ad cd\ D — hd dd\ 

s’appelle le produit de S par S^; on la designe par S' S. On a iden- 
liquement 

kJ) — l^C=^{aUr—b'd){ad—bc). 

La substitution SS^ est de meme le produit de S' par S : on 
i’obtient en faisant d’abord la substitution S', puis siir le resultat 
la substitution S. Cette substitution SS' est, en general, dillerente 
de la substitution S'S. Dans cette notation symbolique des sub- 
stitutions, il n’est done pas permis d’intervertirl’ordre des facteurs. 
On pent inaintenant imaginer trois substitutions consecutives S, 
S', S" : la substitution lineaire obtenue en faisant d’abord la sub- 
stitution S, siir le resultat la substitution S', sur le nouveau resultat 
la substitution S", est designee par 

S"S'S, 

et ainsi de suite. 

Quand deux on plusieurs substitutions consecutives sont les 
monies, au lieu d’ecrire SS, SSS, . . . , on emploie la notation des 
exposants et Von ecrit S-, S^, 


cients sont 

O) 


Remarque. — Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution identique 

qne Ton designe symboliquement par i. On a, en effet, 

Ti = St, 

T = S-Itj; 

done, en eliminant Ti, 

t = S-iSt, 

ce que Ton exprime en ecrivant 


on a aussi 


S-iS = i; 


SS-i=i. 


Si Ton repete deux, trois fois de suite, la substitution inverse 
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S % ail lieu d'ecrire S“-S~'S~^ uii eiii|>ioie cli':- rx- 

posants negalifs et i'on ocril S“-. S'-'x . .. 

234. Groupe de substitutions. — Une soilc de iiih^lilullon- 
donnees S.,. .... eii nombre fini oo niilni. 



forme im groupe, si i'inverse d'une qiielcouque de ees subsiil:i- 
lions etle prodiiil de deux quelconques de ces siibs'itiilioiis soni 
encore des substitutions de la suite. 

23o. Groupe modulaire. — D'apr^s celle dednilion. iouies le> 
substitutions en nombre infini 



oil a, b, e, d sontdes enliers assujeltis a la seule condition 

ad — be — \^ 

forment un groupe. En effet la substitution inverse de S. 

^ , ~^dz — h ar-'^hx 
b— I'U = = y-i 

cz — a Ciz-7-cii 

est encore formee avec quatre entiers tels que 

a^di — hiCi — ad — be = i. 

Le produit S^S de deux des substitutions considerees est une 
substitution 

A'u-f-B 

GT-i-D^ 

dont les coefficients sont entiers d’apres les foriiiules (7 j et veri- 
fient la relation AD — BG = i , car on a 

My ^B(l={a’d'—Ud){ad— be) 

et les deux facteurs du second niembre sont egaux a i par hypo- 
these. 

Le groupe ainsi d^fini estle groupe modulaire, et Ton peut dire 
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que la fonclion J(':) est laissee invariable par toutes les substitu- 
tions de ce groupe. 

236. Substitutions fondamentalesdu groupe modulaire. — Toutes 
les substitutions du groupe modulaire peuvent dtre engendrees 
par les produits des puissances positives et negatives des deux 
substitutions 

STr^T-f-i, {a = i, 5 = 1 , c = d = i), 

T'u = — - ^ (a=o, 5 = i,c = — i,cZ = o), 

que Ton appelle pour cette raison les substitutions foiidamentales 
du groupe » 

L’inverse de St est 

S-iq: — t: — I- 

I’inverse de Tt est 



elle est egale a Tt. Nous ne nous arreterons pas a demontrer qne 
loute substitution a coefficients en tiers 

ax H- 5 
c'z-^ 

telie que ad — 5c = i , peut etre obtenue en multipliant ces 
substitutions fondamentales et leurs inverses dans iin ordre quel- 
conque, cliaque facteiir pouvant etrerepete nn nombre quelconque 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la demon- 
stration dans le Livre de M. .Klein sur les fonctions modulaires. 

Bornons-nous a remarqiier que le fait, que toutes les substitu- 
tions du groupe modulaire peuvent etre obtenues par la multipli- 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses, 
a deja son analogue dans la theorie des fonctions doublement pe- 
riodiques. Si i’on appelle aco et les deux periodes, une fonc- 
tion doublement periodique F(i^) ne cbange pas de valeur quand 
on fait sur u toutes les substitutions contenues dans la formule 

U -h 2/?la3 2/Zto', 

m et n etant deux entiers quelconques. Ces substitutions forment 



un grouj3e qoi admet conime suLstilulions fonddsnenlal^s ies 
substitutions 

T U — If — ‘2 l’/. 

doiit les inverses sont 

S-’ II = if 
T-i U = If — 

Tl est evident que par la multiplication de ces substitutions on 
obtient toutes les substitutions de la furme n — w — . 

23/. Interpretation geometrique. — Pour renreseiiler ijeoiiie- 
triquement la double periodiciub nous avons divise le plan eri 
cases qui sont des paraikdogramines tons egaux, et nous avons 
remarqiie que la fonction reprend les memes \aleiirs aox points 
homolognes de toutes ces cases. L'une de ces cases elant clioisie 
comme case fondamentale, quand le point u dtkrit ceUe ease, les 
points homolog’ues, u — decrivent chacim line des 

autres cases. 

On pent operer de meme pour la fonction modiilaire 
Comme nous supposons la partie imaginaire de t positive, le point 
representatif de v est dans le deini-plan situe au-dessiis de Faxe 
des quantiles reelles. On pent alors decomposer ce demi-plan en 
cases telles que Tune de ces cases elant clioisie comme case fon- 
damePxtale, quand le point v decrit celte casCj les points 

az h 

b, c, d entiers tels o^nead — = ij decrivent cbacun une des 

autres cases. La fonction J (v) prend alors la meme valeur aux 
points correspondants de toutes les cases et ii suffit de la connaitre 
dans la case fondamentale, pour la connaitre dans tout le demi- 
plan. 

Cette division du demi-plan en cases pent se faire dW infi- 
nite de facons. La plus simple est celle que Ton realise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur I’axe des quantiles reelles. 
Le point de depart de cette division est dans Tinterpretation geo- 
metrique des substitutions iineaireSj a coefficients reels, al aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rayons 
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vecteiirs reciproqiies , telle qu’elle resiilte des travaux de 
MM. Klein, Schwarz et Poincare. 


IV. — Notation de Jacobi. 


238 . Expression de J (t) en fonction du module k. — Nous avons 
indiqiie 97 ) la relation qui lie la fonction pit aux periodes 203 
et 203' a la fonction snu aux periodes 2IV et 2flv^ Nous avons vii 
que le rapport des periodes est le meme 

to' jK' 

w "" "F’ 


et,en designant par \ une constante auxiliaire, nous avons trouve 
pour les racines <?3 les valeurs 

‘2— /c2, 3X2^2= 2/^2— l, 3X2^3 = — I -™A-2; 


on en deduit les differences des racines deux a deux et Ton cn 
conclut en multipliant ces trois differences 

Xg(£>i — e2)(e2-- e3)(e3-- ei)--._/c2(i — /.-S). 

On sail que, dans un poljnome 


dont les racines sont , eo, ^3 le discriminant 

A = ^i~ 27 ^|, 

est donne par la formule 


On a done 


A = 16(61—^2)2(62— — )-. 

^ _ l6/c^ (l — /c2)2 

- * 


D’autre part, le produit des racines etant ^ on a 

4 

L expression de J en fonction du module s’obtient alors facile- 



done 

I 8) 


J 


^ 2. f — 

D’apres cetle relalion, cjuand J est dorinoj /c~ a six valeiirs. Mats on 
veriiie imiiiedialement qiie, si 

r::r ;x 

est ane racine de i'eqiialion (8 . eii A'-, !cs autres racines soul 

I a I 'JL I 

;JL * ’ u ;jL — i i — u 

II suffiL de conslater qiie le deuxiruit* siieiiilire iic ehaii^e pas 
quand on remplace par rune de ces six rroanlilcs. 

Le carre du inodaie A'- est line Idiictioii du rapport des pe- 

riodes t. Ouand on remplace t par ~ j— ? a, />, c. d etant qoatre 

entiers tels que ad — Ac ~ i , J ne change |)as; on en ecmchil 
que A'- oil bien ne change pas, on Lien prend lame des nouvelles 
valeurs 

I J ^ A- — I A- T 

W ~ k-r ^ K— 1 ’ Y 

Pour que A- reste invariable il faiil assujeuir les entiers a. A, 
d k des conditions supplemcntaires dans le detail desqcelles 
nous ne pouvons pas entrer. Les substitutions speciales du groupe 
raodiilaire qui n’alterent pas A- forment ce que Ton appelle iiii 
so us- groupe. 

Nous indiquerons, en terniinant, quel est, pour la fonclion H 
de Jacobi, Teffet du remplacement des deux periodes, qui ont 
servi a la construire, par deux periodes equivalentes. 

239. Formes en nombre infini des fonctions de Jacobi. Fonction 
H(i 4 ). — Considerons la fonction 

4 / — , TZ IC 4 / ' • 3 T«r Zi 
H(zz, <7)= 2 v'a sin sin 

V 5 2 y '2 y J. 20l> 

/TTO)' 

q =ze ^ 

A. ET L. 25 
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et en meme temps la fonction H(t<, Q) clonl le cleveloppement se 
deduit du precedent en y remplacant aw et aco' par les periodes 
equivalentes aw, et aw', Q etanl ce que devient q par suite de 
cette substitution 

H ( «. Q I = •>. i/Q sin — — ■>. sin . 

' ^ ‘2(1)1 ‘.UOi 

.Nous aliens demontrer que les fonctions ]I(tt, Q) et £[(?/, q) soni 
identiques, a un facteiir exponentiel pres de la forme a de- 

signant une constanle. Cela resulte de I’egalite 

o' ( ft I COi, Od'i) = o' (ft I 0 ), 0 )') ; 

car, si Ton v remplace cliaque fonclion d par la foncLlon H corres- 
pondante (n° 21), on obtient cette autre egalite 

Q ) = q), 

dans laquelle p, p^, h et h\ sent des constantes convenablement 
clioisies. On en deduit immedialeinent 

H(zf, Q)= Ae^^»“*Il(ff, q\ 

A. et a designant des constantes. Nous aliens deterniiner a. 

Ptevenons aiix nolalions habitnelles des periodes pour les fonc- 


tions de Jacobi, 

en posant 



to — K, 

to' — t'K', 


toi — L, 

to'i 

avec 

1 

11 


^ 9 ) 

j i\J =1 aiYsl 


II 



a, 6, c, cl etant des en tiers tels que 
(lo) acl — hc~i, 

Ces quatre entiers ne peuvent pas etre pairs tons les quatre ni 
impairs tons les quatre. Si b est pair, a et sont impairs ; si ci est 
pair, i et c sont impairs. 



Pour clfHerminer a rv::.;,:-- r ■; 


1 } f A ^ 

n If - 

- .2K (1 r^ — H M . 


’ill \ 

( il:w- 

xdK — ■. 

leiK'.q r~lc if > 

' ■ i * 

£ etanl egal a — 

I ou a - 

— I sui\'ant la pari to de^ eo! 


a en etiet 

Ih'u — 

2 i/K , q } ~ — 1 II If. q : 



changeant, dans les deux: menibres. ii on n — y.r/lv' r.l se 
la formule 11 ) 

7 _-,vk. 

E(u — ‘icihJ.q} = ^--iye IL ii. q 

on a la seconde des formules ''i i'.* on 

La relation 

n ! a, 0 ■ — Hi u, q ’ 

donne alors, en changeant ii en u ~ 2L dans le premier membre 
et u eu la c|uantite equivalenle u -f- a dK.-y ‘acIK’ dans le second. 

IK Li H- -i L. 0 I = -Ve^ u-^ii - n< a — >dK — AciK\ q .. 

Divisant membre a membre ces deux ciernieres relations en tenant 
compte des equations (ii) nous trouverons 

a ( « -h *2 L i- — a >: n 4 - ci K' 

wx) — i — ie ^ 

Cette relation ayant lieu quel que soit ?/, les terrnes en ii doivent 
disparaitre dans rexponentielle, d’ou la valeur de a 


CL 7 Z 



Comme yerification, remplacons a par sa valeur dans la for- 
mule (12) et reduisons en remplacant L par c/K -{- ci nous ob- 
lenons 

— I = z{—iyic 

ou, d’apres la valeur de £, 

relation evidente, car et c ne peuvent etre pairs tons deux. 
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On a done, en definitive, Pegalile fondamentale 

r/7r//s 

(i3) Q) = Ae n{u,q), 

ou A est une cons tan te qii’il reste a determiner. Nous iie nous 
occuperons pas ici de ce calcul. 

On Yoit que, au point de vue ou nous nous placons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d’une facon moins simple que la 
fonction o', puisque d ne change pas quand on remplace les pe- 
riodes par des periodes equivalentes, tandis que H se reproduit 
multipliee par une exponentielle. 

Cette relation etant obteniie, on en deduit aisement des relations 
analogues entre les fonctionsB, 0i, construites dVmc part avec 
K et d’autre part avec L et iU . II suffit dans la formulc (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par u + L, ou u H- zU, 
ou zz + L-f-zU, etdans le second membre, zzpar les valeurs egalcs 
zz-h<r/K-+- czK', ou rz + 5 K-f-z'zzK' ou zzH--(Z> + (i)K--h(<^‘^“hc)z K'. 
Tenant alors compte des relations du n^^ 77, on aura les relations 
demandees. Ces relations prennent des formes differentes suivant 
les parites des nombres zz, 6, c, d. Elies permettent d’exprimer le 
module des nouvelles functions elliptiqiics en fonction de k. 

Nous ne les ecrirons pas, etnous renverrons le Iccteur au Cours 
de M. Hermite a la Faculte des Sciences, ou les calculs sont 
pousses jusqu’au bout dans une hypotliese particulicre sur les 
quatre entiers. 
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XOTE L 

BIPOSSIBILITfi DE UEXISTEXCE D'UXE FOXCTfOX COXTIXUE 
AYEG DEUX PEMODE5 DOXT LE RAPPORT EST REEL. 


Soil F(w) une fonction d’une variable imaginaire avec deux periode? 
■w' et oj dont le rapport est reel 

ii}' b 

CO a 

a tl b etant reels. Si Ton fait 


to 



quand -3 augmente de a, u augmente de to, et quand augmente de 6. u 
augmente de cob La fonction 

admet les deux periodes reelles a et b, Xous allons demontrer la propo- 
sition suivante ; 

Ou bien les periodes a et 5 se reduisent a une; ou bien la fonction /(^) 
■est constante, 

En effet, la fonction admettant les deux periodes a et b admet egale- 
ment toutes les periodes 

oil M et N designent deux entiers quelconques positifs negatifs ou nuls. 

Considerons un axe 0^7 et prenons sur cet axe un segment OA egal a a. 
Si Ton prend, sur cet axe, un point ar d’abscisse .r, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou negatif de telle facon que le point 

^—x-^ ma 

soil a I’origine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo- 
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logue cle X, Alors considerons les points d’abscisses 

3 3 Z?, . . . , tib 

et leurs hornologiies 

— /??! a, X-, — jJi-2 • • • 5 Xti~ H- nin a, 

tons situes sur OA. Toutes les quantiles x^, x^ et toutes Icurs 
differences iTv — sont des periodes dey(-:r)j car eiles sont toutes dc la 
forme Mia -i- Nb. M et N etant entiers. 


Fig. 2(). 



Si tous les points Xi^ x-2, . . Xfi sont distincts, il on est au moins deux 

Xy et Xn dont la distance soil au plus egale a — — — 

' ' ^ ^ n — r 

~ 5 ^ 5 

en effet, si Ton divise le segment OA cn /i — i parties egalcs, il cxistc ne- 
cessairement une dc ces divisions qui contient au moins deux des points. 
La fonction admet alors la periode 

^ a 

CO/i Xyf Xn, 0)/i^ 7 

et Lon a 

Faisons croitre maintenant n indefiniment. Deux cas sont a distingucr : 

1° Quelque grand que soit n les points x^, Xft, sont tlistincts : 
alors la fonction admet une periode tOa di/Jereu/e dc zero mais aussi 

petite que Ton veut, car elle est au plus egale a La fonction est une 

constante : en effet, on a 

f{Z-^ f(z) 

: ! Q 

W/t 

quelque soit n. Quand n augmentc indefiniment, o),i tend vers zero; I(‘ 
rapport figurant dans le premier membre tend vers la derivec f’(.z ) et 
Ton trouve 

f'(z)=o, /(^)= const.; 

a" Il existe une valeur de n telle que deux des points x^, .r., . . X;, 
soient confondus 


X V — Xu^ — o . 



relation de la furmc 

' ^ j pa~~qfj--0, 

p Ql q ctant dei!\ eiUier^ quo I'mii peat ‘arq-O'er 5>r>‘!aicr- enliv 

eux, car on peut iMojonr^, dan^ hi relation a . di\i-e:- ie- incroljrv- 

par les facteurs comrnuns a p el q. Dans ee cas. les p'’ri**:ie' o’ h S;- rr- 
(luisent a line. En eO'et, p et q dtant premiers entre ei:\, it e\i^r- d-oix 
a litres eii tiers p et q tels que 

'•V) 

Designons alors par c la quantile 
( 3 ) p/ a — q h — c\ 

c est evidemment une periode de / d'autre }iart, cn rcsoKanl ie-i rela- 
tions (i ) et ( 3 ( par rapport a a et h. on a, d'apres ■> a 

a z= — qc. b=pc: 

les periodes a b sont done des multiples d une periode unique e. 


ADDITION A LA NOTE 1. 

niPOSSIBILITE d'UNE FO^■CTIO^' UXIFOR.ME ET CONTINUE AVEC TROIS PEIUODES. 

Iinaginons une fonction f{z) d’une variable iinaginaire z avec trois pe- 
riodes a, Sj Y dont les rapports sont imaginaires. Nous aiions montrer on 
que la fonction est constante, ou que les periodes se reduiseiit a deux. 

Remarquons d’abord que la fonction admet comme periodes toutes les 
quantiles 

(i) Ma-^N3-4-PY, 

M, N, P etant des entiers positifs, negatifs ou nuls. Construisons ensuite, 
dans le plan representatif des imaginaires, le parallelogranime des periodes 
a. et OABG, ayant pour sommets les points 

o, a, p, a -f- 

Un point quelconque s du plan a, dans ce parallelogranime, un homo- 


NOTE I. 

= z loL m^. 

I et m etant cles en tiers, convenablement choisis. 



Gonsiderons alors les points 

Y, *27, 3 y, n^Y, 

ou n est un entier et leurs liomologues 

Zi= Y ^ -+- 772.1 

Z 4 “ 2Y “H ^2 ^^ H~ P? 

Z/i2 = /i2 Y H- a 4- 771/^3 p. 

La fonction admet comme periodes toutes les quantites Zt, Zo, . . . , z^^s 
et les differences de ces quantites deux a deux, ear ces quantites ct leurs 
differences sont de la forme (i). 

Appelons X la longueur de la plus grande diagonale du parallelogramme 
OABG. Si tous les points 

(2) -Sl, .^2} • • • •» 

sont distincts, il en est au moins deuxxjv et;jjxdont la distance est moindre 

que - En effet, divisons les cotes OA et OB en (tz— i) parties egales 

et menons par les points de division des paralleles aux cotes du paralle- 
logramme OABG : nous diviserons ce parallelogramme en (ii — 1)2 cases 

egales entre elles ayant pour grande diagonale —"“j sur les points (2), 

il en est forcement deux, au moins, z^ z^, dans une de ces cases. Leur 

distance est alors moindre que - — - • Analy tiquement le module de z^j — z^ 

est moindre que La fonction admet done la periode 

0)n = ‘Zy — 


392 
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clont le module est moindre oue - ^ - 

" u — \ 


n — I 

DeuK cas sont a distin^uer : 

1 ° Quelque grand que 5oit ii les points ''■i \ soul loujours distiacis. Lu 
ionction admet alors une periode non nulle dont le module pent devenir 
aussi petit que Ton veot. Elle est constante. car 

J\z — ^ — f; z ; 

— 0 

donne, pour n infini, 

/'l 3 . = 0. 

‘ 2 ° Pour une certaine valeur de n. deux des points f 2 », et z,,^. coin- 
cident. On a alors 


v'; ~ a -i- my 3 = pY — /,j. a ~ /? 0 j, 
relation de la forme 


(3) 


pz ~ ^2 — r-; = o. 


Pj 7' etant trois entiers qii’on peut toujours rendre premiers entre eu\ 
en divisant (3) par les facteurs communs a />, r. Les periodes se re- 
duisent alors a deux. 

En effet, appelons s le plus grand conimun di\dseur de p ti q : on peer 
determiner deux entiers p' et q' tels que 

(4) pq'—qp'=s. 


Posons 


(5) 



= < 2 , 


\ = 6 ; 

et ^ sont des periodes de la fonction, car ~ “ sont entiers. Les equa- 

tions (5), resolues par rapport a a et p, donnent 


(B) 



q' a — 


7 ^’ 


= — p’ a -f- 



s 


et la relation (3) devient 
(7) 


sa -h TY = o, 



^94 
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,9 et 7’ etant des entiers premiers ciitre eux. On pent clioisir d* 
r' et 5^ tels que 

rs ' — sr' = i 

et en posant 

fS) 5'^ -4- /‘'Y “ C, 

c est une periode. On tire de (7) et (8) 

a — 7'c, Y~ — 

(I’ou enfin, d’apres (6), 

a — (/' 7'c — - Z>, 

^ s 

Y —■ — sc. 

Les trois periodes se reduisent done aux dciix h el c. Cette 
lion est empruntee a Riemann {OEiwres completes^ p. ■>7r)). 



>OTE II 


CONVERGENXE DU PRODUIT DOCBLEi[EN'T INFINl nUl SERT 
A LA DEFLNmON D£ 7 ii. 


Pour defmir :fu nous avons considerc le produil doubiemenl inum 

n' — 1.1/i (x> — > n io \ 

^ _L. n __ 

— O, _I, , _ J, . — 

tp = o exclus, 

et nous avons admis que cc produit est convergent. Pour ie dcniontrer. 
nous etablirons la convergence de la serie obtenue en prenant les toga- 
rithmes des facteurs 



^ |_ a-J «’ -J. ir-J 


Si Ton choisit pour determination du logarithme de ( i — ; - ) celle qui 
^ \ w / 

tend vers zero quand w devient infini, le terme general pout s'ecrire. en 

developpant le logarithme en serie : 


/ i i u I 

\3 4 ^ 


et I’on voit que le rapport 


I 

3 w '^ 


tend vers i quand w devient infini. D’apres cela il nous suffit de considerer 


la somme 





i£y' ±_ 
3 w 


ou encore de demontrer la proposition suivante ; 


La serie 





f (m = 0 , n = 0 exclus) 


est line serie coiwergejite. 


NOTE HI. 

SUR LE DEVELOPPEMENT EES FONCTIONS 0 EN FACTEURS. 


A'ous avons a la page r>.i, en identifiant I’cxprcssion dc 0i sous forme 
de produit avec Fexpression de 0i sous forme dc seric, obteiui I’ideiUite 

( A(l 2 0 COS 25? q-){ I -I COS 2 27 -\- q'^) . . . 

n) , , 

I = I -r- 2^ C0S2 2? 2^' C0S42’ -h . . . . 

Nous avons reserve a ce moment la determination de la consLantc A. Voici 
la methode que M. Biehler a donnee pour determiner A, nicthodc que 
nous empruntons a une Note de INI. Hcrmitc placec a la fiu dc la derniere 
edition de I'Analjse de Serret. 

Considerons le produit compose d’un nombre fini dc facteurs, 

/( - ) = ( t ^ <7 5 ) ( 1 -t- <7 ’ - ) • • • ( 1 -t- 7 - " ~ ~ } 



ic developpement suivant les puissances positives et negatiN CS de ^ sera d(^ 
la forme 

f{z)= Ao -i- A 1 -I- - ^ H- • . . -h A/ji ~r" “ ^ • 


Cela etantj Fidentite suivante, qui se verific immcdiatcmciU, 

donne entre deux coefficients consecutifs, A/ et A/_i, la relation 
Ai(l~ ^2/7+2/)^ 

Nous en tirons successivement 



A.= A 


NOTC in. 


et, par cornt'.-|uent, 

A/= ^ — •■ - 1 — 7- 


Tous les coefficient? dn dcvelMppemeiU s’cLtienn*:!!! nfiiir nu hi'-xvi. d:. 
premier A,,, dont voici la derenni nation. 

Supp050n5 {—n et remarqn.-»ns qne dan? / Ic trrme eo a\aii! 
pour coefficient .j in'in)»‘diafenieni — sI'mii, pa; 

consequent. 



et enfin la valeur cbcrchee que j'ecri? ainsi 




Ceia etant, faisons croitre indcfiniinent lo noniLre n, cetle expressirm nojn 
do one 

A^=: i , 

(I — — 7* I — q'> . 


et la relation entre A/ et Aq devenant sirnplemenl A; = A i^^". mu est eon- 
duit a I’egalite 



( I — q- w I — I — q'' * • • . 


II siiffit maintenant de poser ^ pour en concliire 


{ \ ‘iq cos ‘2 07 q~ )( I 27^ 00520* q^ . 

I ~ ‘.iq cos 20* ‘y.q’^ cos4 ™. . . 

( I — 7- ; I i — q ’*) (i — 7® ) . . . 

La valeur de la constante A qui figure dans la formule (i) est done 
A — (i — q- ) ( I — q *') ( I — < 7 ^p) ( I — q^ ) 



RESUME RES PRIKCIPALES FORMULES, 


O' u = 

Ku = 
pu = 


FONCTIONS DE M. WEIERSTRASS. 


Developpements en prodnits el series Infuiis. 


COtZ 4 = i "V 

ll Jmi 

= L-^y' I 

sin'-z4 u- ‘ ^ {u — rnTz)- 

( (^ = 2m(x> ‘into'), 

=“=7.-2 

p == JL _}_ f- — . L 1 

U'^ jamA [_( — W)- J 
” P ^ ^ ^ ^3 


u — mil miz 


ip 1 V- 

I gU' 2 tv- 


I I ll 

ll — iV w ^ iv- 


Developpenienis en series entieres. 


u Ik 


fi'2 


'2■^ O .0 


u ' 2 ^. 3 . 5 ^^ 

H- ^ -4- 


ui^ p:l 

23.3.5.7 2^. 3-. 5.7 



2/^3 .5-. 7 


Piz 

22.7 


- 


- C4r ?(" + . 


2 '^ 3.52 






I 
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RESUME DE$ PRINCIPALES rORilULE- 


Belatioiis entre pii ei ses 
p--^ U = ^ p- II — "2 P :j = 4 p -- • p 

p’^’ii == i2pi^ p' a. 

Hornogeneite. 

:f\ 'iu ‘ ;Ato, ;xa>' ■ 

1 1 [X u ;jL03 , [Xtxt’ I 
p( a 24 ^ 'Afu, ptsj'j 
P^. 2 { p.OJ^ [Xis}’ ) 

(‘ U.tO, ’JLOj' } 


~ { U I t’J, i'j' . 

‘ V f 

— — ^ ^ 24 I ''i, ty . 

I , 

— — ^ pi li ■ iu. l*J . 

•JL- ' ' 

_ I 

•j^V - - - * 

I 

— ~ W. ixi 


Di: gen erescen ce . 


to' = :c : 



I V ^ 

p Z4 = — , til = - , ^ U = Uy 

ei=e 2 =ez = o, ^- 2 = 0 , ^ 3 = 0 * 


Periodicite et for mules addition. 

p(w-M 2 co) = puy 
p(w 4 - 2 ( 0 ') = PM, 

^( 14 -^ 2 C 0 ) = ^24 — 2 r„ 

^14+ 2to') = ^Z 4 -P 2t/, r/= 2^(0', 


3 p*.'] 



A. ET L, 


26 



4o9. RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 

tf ( M -f- 2 (U ) = — es-fliK+w) o' u, 

o' ( !t -f- 2 co' ) = — e2•0'(^^+w') s' Ji, 

^(kH- 2ni(0 -+-2 71CO') = I — i)'K«+'«+«e(2'«'0+2n-/i')(K+mw+«(o')a:'„. 

v) !j(u — E) 


pii— pp =- — 


G'^ o'- P 


pll — pv 


■p ^ 


pu — pi’ 




I p U — pi’ ^ ^ y 

•>o pu — pv 

. T d /p’u — p’i’ 

-!-(;) =: 
p{u -r OJ) — Cl — 
p( W -!- w') — ^2 = 
p{u ~\- w') — <?3~ 


p u — pi’ 

p'u-p'v y^ 

4 V Pi^ — P^ J ’ 

(gl ^2 ) (^1 ^ ^ 

pil—Ci 

{e^i— eXie^i — ei) 

■ 

p Zi — 6’ 2 

f> 3 — f?i)(e ;5 — e.) 


p zz — es 


Racines Ci, e^. — Fonciioiis ^i, a'2, o'.-}. 


p zz 


ei = pco, e2=p(co + w'), e3=pt.>^ 

g'( zz — to) a'( zz — to' ) cj'C u -i~ to - !- to' ) 


o' to o' to' o' ( to H- to' ) zz 


c'((0 — zz) 

o'j zz = 


o' to 

c'fto -f- to' — zz) 


G^., zz ITT. e(r,-f.r/}K 


o^fto' — zz) 
0^3 zz = ^ ^ • 


o' ( to 4 - to' ) ^ 

o' to' 


/o'! zz \2 


/C*e)ZZ\“ 

= P«-e.= 


(^3 ZZ 
CJ'ZZ 


p ZZ r:. 


a 0^1 ZZ 0^2 ZZ a '3 ZZ 
O'^ZZ 


T AC ■pA'nAtinrtc /T*. /T*- cAMt aoipac 


J aleurs reeiles de r- u qiiand ev et ^ soid /v^-//v3. 

Consideroos le rectan 2 :le «]e o. I'dr^: 

ment ii decrit ie contour de ce reetaPiL'le dan? L'- ^ens o, lu, 
la fonction pz/ diminne constarnment de — x a ---x ; 

i'> Uuaiid ii va de o au sommet to, pzz est rdel et d?'croU >i<' x a u 
est negatif. 

9.*^ Quand ii va de w a to — oj’. pzt. decroil de ei a e.^. r/zz r?! piireoie 
imaginaire positive. 

3*^ La variable u allant de oj — o/ a oj', pn decroit de d e-. jdw ♦ 
reelle et positive. 

d"* Enfm u revenant de od a o. pzz ddcroit de a — x: p' zi esl poreiiii: 
imaginaire negative. 


En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 


FONCTIONS DE JACOBI. 


Series tr igo n om e triques. 


H ( zz. ) = 9 yq sin c — 2 sin 3 c ^ 9 y q-^ sin 5 r — 

Hi ( zL) = 9 \/q cos r -i- 9 q q^ cos 3 c 2 y q-'^ cos 5 c — , 

0(zz ) = r — 9^cos9c-i-9^^cos4c -~9 ^^cos6c— 

ei(zi j — I -e-9^ C0S9V -h 9^^ cos 4 c -i- 2^9 cos 6 c 


— rA(2//-i-iK’) 

\ — e , 

Hi(zz)=H(zz-^-K), 

e(it) = ^ H(zz. -i- iK.'), ' 

01 (zz) = y H( zz-t-Kh- tK'), 


Zeros z/e H (zz) 
)> Hi(zz) 

» ©(zz) 

0i(zz) 


9 /zz K -- 9 /zz Kg 
(9/ZZ -f- i )K— 9 /zzK'. 

9 /?z K ( 9 n -i- i) 
(9//1 -p- l)K --{ 9/l-t- I'l 


4 o 4 


RESTME DES PRINCIPALES FORMULES. 


Prodaits infinis. 

H ( ii) = sinp(i — 2^2 C0S2P -h — C0S2P + 

= k%yq COSt-'(t H- 2^- C0S2i’ H- 2^^ C0S2(^ -|- ). , 

0 i ll) = A(l~ 2^ C0S2t^-h ^-)(l — 2^3 C0S2C^ H- gC). . . , 

0l(?^) = A(l-f- 2^^ C0S2P-I- C0S2P-!- 


Addition d'luie demi-piriode ou d\iiie pcriode. 


H(M-4-K)=: Hi(ii), 
0 (zi 4 -K)= 0 i(zO. 
Hi(ziH-K) = -H(zO, 

0 1 ( 14 -{— K. ) = &(u)j 

H (n -h K -h iK' ) = Xdi(u), 

&(u -i- K -j~ iK') = XHi(u)j 

Hi{u ~h K -i- Hi') = — iX 0 ( 44 ), 
0 l( 44 -i-K + 4 K')= 4 'XII( 14 ), 

Relations entre 


5 K 

H(44-i- iK') ™ 4 X 0 ( 44 ), 

©(Z4-h4K0= iX 11(44), 

Hi( 44 -h 4 K' ) = X 0 i( 44 ), 

0l(44 -h 4K')= X 111 ( 44 ), 

II ( 44 H- 2 4 K' ) — |x n ( 44 ), 

0 ( 44 -r- 2 4 K' ) rr: [2 0 ( 44 ), 

II 1 ( 44 -h 2 4 K' ) r-: jjl II 1 ( 44 ) , 

01 ( 44 -I- 2 4 K' ) -- (JL 01 ( 44 ) . 

5 O' et les S'. 


^ Hf ?0 y^,r- 

^ // — n i (0 

"““H'(o)'' 

X c'(a)-i-44) Hi ( 44 ) 

c^i ( ^0 = = -l-VJ ^2 w , 

0 ^ 0 ) Hi(o) 

01 ( 44 ) 

ei(o)^ 


u) = 


G'(t)L) -1- O)') 




^ / N C 7 '(w'H- 44) 

0 ^ 3 ( 44 ) — ! e 

C CO 


0(44) 
„.-L_r Qi (O 

0 ( 0 ) 



EESrSIE DES PEIXCIPALE.' FOnjirLE> 


FOXCTIOXS 


f n u, cii !i. 


if . 


I H ( li ) 

sn u ~ — n -T ^ ? 

v '/c 


^ ’k’lldU'^ 

""“ = V F 

V'/.- 

6 { zz ; 

V 


IhlJi' 

l:?2 • u ■ 


Addition cVune denii-periode ou cVuiie pcriode. 


sniu -r Kj = 
cn ( — K } = — 
dn(z/. — K) = 


cn u 
dn 

k’ u 
dnw 
Jc 

dn u 


sn( — i’K'j = 
cnf li — ^K' j = — i 


k snu 
dn ?/ 
k sn u 


,cnu 

dn ( — £ K ■ = — i 1 

^ sn u 


sn ( It — K — iK' ) = 
cn ( K -i- iK' j = 


dn 7^ 
k cn u ’ 
- ik' 
k cn u ’ 


dn{u-r-K-^iK)= ik'^—. 

^ cnii 

sn (^^ -f- 2 K) = — sni 7 , sn (ze -T- 2 = snzz, 

cn(zz 2 K) = — cnzz, cn(z^ — 2 zK') = — cnzz, 
dn(z 4 -r- 2 K)= dnzt, dn( w - 4 - 2 iK' ) = — dnzz. 


Argument pureinent imaginaire. — Relation entre pu et sn m. 


!■ \xc ■r.,^ _. sn(;t|K', tK) 

sn(jMiK, fK. )- 


€n(zzz. I K, zK') 


cn(zz| K', zK)’ 


pu— ez-\- 


61—63 


n2(zzv^^i— 


, ,T. dn(izlKSzK) 

dti(iKlIv, fK)- iK)‘ 
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RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 


Valeurs reelles de snz/, cnz^, quand K et K' sont reels {fig. 
OA = K, OB = r, 


u 

0 

A 

G 

B 

sn u 

0 

I 

I 

k 

CO 

u 

A 

0 

B 


cn ii 

0 

I 

CO 


u 

G 

A 

0 

B 

dn u 

0 

F 

I 

CO 


Fig. 28 


3 / 

B 

C 


0 

A Jc 


1 


For mules d' addition. 
cna = cn^^cn(^4 — a)-i- sn^^ sn(i^ — a) dna. 


sn-li -h t'OrU : 
Id sn2 -I- cln2 : 


^ I, 


sn( 14 -\-o) ~ 


cn{u -h 0) = 


dn(z4 -f- p) = 


snt4 cnp dnp h- sn p cn u dn u 
1 — /d sii- u sii- p ^ 

cn 44 cn p — sn u sn p dn u dn p 
1 — /:2sn2i4sn“P 

dn u dn p — /d sn u sn p cn u cn (’ 
I — /d sid ii sn-p 


Derivees. 


dsxiu 

=5-cnudnu, 



0i(o). 



RESUME 


DES PEIXCIPALES 


FOR Mi: 


Si Ton suppose K et K’ liees par la condition 


on a 


/•''aK 

— I — 2 q — 2 q* — a g-' — . . . 


d(su ii i 
dll 

d( cna) 
dll 


cn iidnu. 
sn fzdn it. 


d{ dn u \ _ 

— _ 4-2 3i;j II en II ^ 

da 


Developpements en series enlieres. 




snu = ll — 2/C7. -r- 4/«-- ^ } 

1.2.3 ^ 'i.2.J.4*3 


. 8/c3(a3_^33o.) 


ll^ 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6. 7 
u* 


cn = I T- (i -7- 4 ^ 44 — 1 6 A'^ 

1.2 ^ ^1.2. 3. 4 


■A-2(i6-t-44/f-+/^‘) 


!t6 


1.2. 3. 4*5. 6 


FIN. 



ERRATA. 


Page 3i, formule (3i), remplacer z par u. 

Page 367 , formule du has de la page et page 368, premiere formule, mettre 
partout des signes -I-. 
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